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Der  vorliegende  erste  Band  giebt  gewissennaassen  einen 
ersten  Cursus  der  Differential-  und  Integralrechnung  d.  h.  un- 
gefähr soviel,  als  an  Universitäten  und  polytechnischen  Insti- 
tuten in  einem  Jahre  vorgetragen  zu  werden  pflegt;  sein  Inhalt 
dürfte  zum  Studium  der  gangbarsten  Werke  über  analytische 
Mechanik,  Ingenieurwissenschaften  etc.  ausreichen.  Wenn  nun 
auch  die  Wissenschaft  seit  dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage 
(1868)  mancherlei  Fortschritte  gemacht  hat,  so  ist  doch  jenes 
Pensum  hiervon  wenig  berührt  worden,  und  man  wird  es  daher 
natürlich  finden,  dass  sich  die  vierte  Auflage  nicht  bedeutend 
von  ihrer  Vorgängerin  unterscheidet  Die  Darstellung  ist  hier 
und  da  präciser  gefasst  oder  verallgemeinert  worden;  in  §.  32 
habe  ich  zur  Entwickelung  des  unendlichen  Productes  für  den 
Sinus  das  von  Prof.  Schröter  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  angegebene  sehr  elegante  Verfahren  benutzt;  in 
§.  57  sind  die  unbequemen  Cauchy'schen  Ausdrücke  für  die 
cyclometrischen  Functionen  complexer  Variabelen  durch  ein- 
fachere Formeln  ersetzt  worden;  neu  liinzugekommen  ist  §.  116, 
die  Integration  der  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  enthaltend.  Schliesslich  darf  ich  wohl  Lehrer  und 
Studirende,  welche  jeden  der  vorgetragenen  Theile  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert 
zu  sehen  wünschen,  auf  mein,  gegenwärtig  in  zweiter  Auflage 
erscheinendes  „üebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis; 
Leipzig,  Teubner"  aufmerksam  machen. 

Dresden,  im  Juli  1874. 

O.   Schlömilch. 
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Hauptsache  nach,  übereinstimmt. 

^^)  Für  diesen  Satz  hat  Gauss  drei  Beweise  gegeben,  den  ersten  in  seiner 
Doctordissertation :  Demonstratio  nova  etc.  Helmstadii  1799,  die  beiden 
anderen  in  den  Comment.  Gotting.  a.  1816,  pag.  107  und  pag.  135.  Der  im 
Texte  mitgetheilte  Beweis  ist  der  Legendre-Cauchy-Sturm'sche. 
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L    Die  veränderliclien  Grössen  und  die  Functionen. 

Aus  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
nnd  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können;  man 
darf  sich  daher    an  jeder  Stelle   der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  oo  bis  -{'  cd 
ist  als  eine  ununterbrochene  anzusehen.    Demnach  kann  auch  der 
Uebergang  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  h  ohne  Unter- 
brechung, d.  h.  so  erfolgen,  dass  a^e  zwischen  a  und  h  denkbaren 
Zahlen  getroffen    worden    sind;    ein   solcher  Uebergang  heisst    ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  dem  Durch- 
laufen einer  geraden  Linie  ah  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfalls  alle  zwischen  a  und  h  liegenden  Punkte   der  Geraden  ge- 
troffen werden.      Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,   sich 
eine  veränderliche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  -Werth  a  be- 
sass  und  nachher  durch  stetigen  Uebergang  den  Werth  h  erhielt ; 
dne  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Yariabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnete   Zahlen  dagegen,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende- 
rang  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Constanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

ScblOmilcb,  Aualysis.  X 


2  Einleitung. 

Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  z.  B. 

^  ^  25      • 

so  entspricht  jedem  willkührlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein 
aus  der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkührlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhän- 
gige, y  die  abhängige  Yariabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  ton  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =z  F(x)  oder  y  =f(x\  y  =  q)(x)  u.  dgl., 

womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
X  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  ferner  drei  veränderliche  Zahlen  x,  y,  e  durch  eins  Glei- 
chung verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  e  allein  enthält,  wie 
z.  B. 

so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  e  gleichzeitig  von  denen  des 
X  und  des  y  ab;  dann  heilst  -er  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Variabelen  x  und  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 

ß  =  F(x,  y)  oder  e  =  f{x,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Variabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Variabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden ; 
ob  die  abhängige  Variabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.  Ab- 
schnitt III.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  .es  übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Function  zu  verschaffen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Variabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Variabelen  als  die  Coor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  die  zwischen  den  Varia- 
belen bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabel  aus- 
gedrückt, und  überhaupt  kann  y  =f(x)  als  Gleichung  irgend  einer 
ebenen  Curve  gelten;  der  Gleichung  2)  entspricht  ferner  ein  hyper- 
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boUsclies  Paraboloid,  allgemeiner  ist  e  =  F(x,  y)  die  Gleichung 
irgend  einer  Fläche.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
belen  wie  z.  B.  u  •=.  q>  (Xy  y,  e)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 

IL     Die  einfachen  Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  Yariabelen  x  die  vier   arithmetischen 
Gnindoperationen  vor,  so  entstehen^die  vier  einfachsten  Functionen 

a  +  a?,  a  —  a?,  6ir,   — , 

X 

die  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinschaftlichen  Form  a  +  fto?"*  begriflPen  sind.  Ferner  liefert 
die  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird ;  die  erste  dieser  Functio* 
nen,  nämlich  x^,  fahrt  in  der  Analysis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  a^,£xponentialgrösse  genannt  wird. 
Denkt  man  sich  ferner  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
so  hat  man  noch  die  Function  Hogx^  worin  das  oben  ang«)setzte  a 
die  Basis  des  logaiithmischen  Systemes  bezeichnen  soll. 

Man  weiss  femer  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
sehen und  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  z.  B. 

sin  (1,570796  .  . )  =  s«w  ^  =  sin  90»  =  1, 

cos  (1,047197  .  .)  =  co8^  =  cos  60»  =  0,5, 

o 

tan3  =  tm  1710  53' 14"  4  =  —  0,1425467, 
and  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
N,  nämlich  stnti,  cos%  tcmu,  cotu,  secu,  cscu. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Yariabele  x  als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
suchen; hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
entspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
der Bogen,  welcher  mit  aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ   ißt. 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

aresin  (4-  i)  =  +  |. ,  ^^csin  (— •^)  =  ""  J * 

Ebenso  bedeutet  arccos  x  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 

arccos  {+^)  =  +^,     '  arccos  (- ^)  =  ^- 

Femer  ist  unter  arctan  x  derjenige  im  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen  wie  X  genommen,  z.  B. 

arctan  (Vo  )  =  — ,  arctan  ( —  1)  =  —  -r » 

Dem  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arccot  x, 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Eücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelatiouen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  =  x 

ist ,   hat  V  1  — ^^  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung  : 

1)  aresin  x  =  arccos  V  1  — *a?2. 

Das  Complement  des  Bogens  aresin x  hat  x  zum  Cosinus,  mit- 
hin ist 

2)  aresin  X  -{-  areeosx  =  J  sr. 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

X 

eine  Tangente  =-==.;  diess  giebt 

Vi  — ^^ 

3)  aresin  X  =:  arctan 


Einer  Tangente  =  g  entspricht  umgekehrt  ein  Sinus  = 


d.h. 

4)  ordMnt  =  arcsin  , ,  =  arccos     ,  . 

X 

wie  man  auch  aus  Nr..  4)  durch  Substitution  von  ,  ^      1      ;  =  ^er  er- 

Yl  —  x'^ 
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hält    Derselbe  Bogen,  welcher  0  zur  Tangente  hat,  besitzt  eine  Co- 
tangente  =  — ,  mithin  ist 

i[     5)  ardan  0  =  arccot  — ; 

i  0 

das  Gomplement  dieses  Bogens  hat  0  zur  Cotangente,  folglich 

6)  ardan  0  -\-  arccot  0  =i\n. 

Aehnliche  Formeln  für  arcsecx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln. 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bogen  u  und  v  sei 

sinu  =  X,    mithin  u  =  aresin  x, 
sinv  =  fft         n      V  =  arcsiny, 

man  hat  dann 

sin  (w  -{^  v)  =  sinu  cosv  -|-  sinv  cosu 

=  X  Vl  —  y^  +  y  Vi  —  x\ 
nnd  auf  ganz  ähnliche  Weise 

y(i— aj2)(i-.2^2)_^a.y 

An  dem  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man ,  ob  die 
Bögen  u  und  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten  oder 
des  zweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

u  -\-  V  =■  aresin  {icV  1  —  y^  +  y  Vi  —  x'^) 
oder  vermöge  der  Wert^e  von  u  und  v 

7)  aresin  X  +  aresin  y  =  aresin  {xV^l  — y^  -\'  y  V"l  —  x^X 

x^  +y^  <  1. 

Liegt  dagegen  u  -{-  vim  zweiten  Quadranten,  so  folgt 

II  -j-  t;  =  Ä  —  aresin  {xyl  —  y^  •{■  y  Vi  —  x^) 
oder 

8)  aresin  x^  aresin  y  =  n:  —  aresin  {xyl — y^  -f  yVl  —  a?*), 

x^  +  y^  ^  1- 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung    gelangt  man  zu   der 
Formel 

9)  arcsinx  —  arcsm  y  =  aresin  (rcVl  —  y^  —  y  Vi  —  x^) , 
bei   welcher   es  keiner  Unterscheidung  bedarf,   weil  die  Differenz 
zweier  Bögen  des  ersten  Quadranten  immer  zwischen  —  ^tc  und 
-{-  I  ^  liegt. 
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Ist  ferner  bei  sswei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  ü 
und  V 

ta/nu  :=  x,    mithin  u  =  arctcmx^ 

tanv  =  y,        «      v  =  ardcmy, 
80  hat  man 

,      ,      .  tanu  +  ^öfwt;  x  4-  p 

tan  (tt  -f  v)  = = ^• 

^      *     ^        1  —  tan  u  tan  v         1  —  xy 

Im  Falle  xy  <^  1  ist,  liegt  ii  +  «^  i"^  ersten  Quadranten,  und 

dann  folgt 

,  X  -\-  y 

u  4-  V  =  arctan  - — -—^ 
^  1— a?y 

oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

X      1      4/ 

10)  arctan  x  +  ardan  y  ==  arctan  ,         ^  , 
'  1  — a?y 

Wenn  dagegen  xy'^l  ist,  so  fallt  te  -f-  t;  in  den  zweiten  Qua- 
dranten, und  man  hat  dann 

u  4-  V  =  n  —  arctan  -^ — —^ , 

ajy— 1 

d.  L 

X  4-  V 

11)  orctona?  +  orcUmy  =  n:  —  arctan  — —^  , 

«y — 1' 

xy  >  l. 
Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

X  —  y 

12)  arctan  x  —  arctany  =  aräan  , 

1  -|-  X  y 

für  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


m.     Continuität  und  Discontinuität  der  Functionen. 

Wie-  bereits  in  Nr.  I.  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Yariabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft  der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Yariabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

y  =  m 

als  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 


Fig.  1. 
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Curve;  sollte  letztere  aus  mehreren  Zweigen  bestehen,  so  fassen  wit 
jeden  derselben  einzeln  in's  Auge. 

Sind  nun  in  Fig.  1  OÄ  =  a  und  OB  =  h\>  a  zwei  belie- 
bige Abscissen  und  AG  =  f(a) ,  B D 
=:  f(b)  die  zugehörigen  Ordinaten,  so 
können  bezüglich  des  Curvenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbror 
ebenen  Zuge  von  C  nach  D,  oder  sie  er- 
leidet auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f(x)  conti- 
nuirlich,  von  x=za  bis  x=h,  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sachen eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dass/(a)  und  f(h)  reell 
sind,  dass  aber/(rc)  für  gewisse,  zwischen  a  und  h  liegende  Werthe 
von  X  imaginär  wird.     Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

y  =  V(a;-~l)(ic-3), 

welche  sowohl  für  a?  <  1  als  für  a?  >>  3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <  a?  •<;  3  imaginäre  y  liefert ;  von  a?  =s  |  bis  a?  =  4  verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
Yen  mit  isolirten  Punkten,  z.  B. 

y  =  (a;  —  2)  y(aj-l)(a:— 3); 

diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  x  =  1  und  x  =  3,  be- 
sitzt aber  in  der  Mitte  des  genannten  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
•mit  den  Coordinaten  x  =  2  und  y  =  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f{x)  von  a?  =  a  bis  a;  =  ö  reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stelle  OM  =  ^  die  Ordinate  sprungweis  von  einem  Werthe  MF 


Fig.  2. 


^ 


0 


B 


zu  einem  anderen  MQ  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten, während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate  MF  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  MQ  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  a?  <;;  |  durch  J  —  y, 


A        M 

und  jedes  a;  ^  |  durch  |  -|-  d  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  consequent,  die  Coordinaten  von  P  mit 

0 Jf  =  I  -  0,     MF  =/(S  ~  0), 
und  die  Cpordinaten  von  Q  mit 

OM=i  +  0,  JfÖ=/(l  +  0) 
ZU  bezeichnen.  Demnach  kann  man  sagen,  die  Function / (o?)  bleibt 
an  der  Stelle  x  =  ^  continuirlich,  wenn/(J  —  0)  =/(J  4"  ö),  sie 
wird  dagegen  für  a?  =  J  discontinuirlich,  wenn  /(§  —  0)  von/(J-|-  ^) 
verschieder  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo  f(x)  zwischen 
X  =  a  und  x  =  h  theilweis  imaginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

Wenn  die  Differenz 

mit  y  und  8  gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x  =  a  bis  X'=  h  gehenden  Werthen  des  x, 
so  ist  die  Function  f(x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continuirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  undb  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  oj,  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet /(a?)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Continuität. 

So  ändert  sich  z.  B.  die  Function  f(x)  = discontinuir^ 

X —  1 

lieh  beim  Ueberschreiten  der  Stelle  o;  =  1,  denn  es  ist 

/(l_y)  =  _l,  /(l-0)  =  -oo, 

/(l-l-  d)  =  +  1,         /(l  4-  0)  =  +  oo; 

demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  —  oo   nach  +  oo  statt. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =:  2  4-  arctcm 7, 

*^  ^  ^  X —  1 

wobei  der  auf  S.  4    angegebene  Sinn  des  Zeichens  ardan  streng 
festzuhalten  ist./   Man  erhält 

/(l  —  y)  =  2  -|-  circtc^n  ( )  =2  —  arctan  — , 

/(l  —  0)  =  2  —  ardan  00  =  2  —  ^  jn:; 

/(l  -f  d)  =  2  +  aräan  -j, 

/(l  -f  0)  =  2  +  arctan  00  =  2  +  Jjt; 

an  der  Stelle  x  =  l  geht  also   die  Curve  sprungweis  von  2  —  ^7t 
nach  2  -\-  l^c.     Ganz  ähnlicher  Art  ist  die  allgemeinere  Function 
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^/  \       c  +  h    .    c  —-h        .          a 
fw  —  —9 Z-  ^rctan  -2 -, 

2  7C  X  —  ü 

bei  welcher  an   der  Stelle  x  -=  a  eine  discontinuirliclie  Aenderung 

Yon  f{a  —  0)  =  5  nach  /(a  +  0)  =  c  eintritt. 

Dass  eine  Function  auch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Con- 

lanuität  erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f{x)  =  tanx\  an  den  ^i^* 

lena?  =  +  |jr,  j:|jr,  i-l^r  etc.  geht  nämlich  tcm  x  von  — 00  nach 
'\-  00  über,  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh- 
rer Variabelen  übertragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Va- 
riabelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  l^utzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Yerticalebene  eine  continuirlich  verlau- 
fende Durchschnittslinie  bilden  muss. 


lY.     Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function  —  die  Variabele  x  in's  Unendliche  wächst, 

BO  nimmt  der  Functionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  willkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
drückt  man  diess  durch  die  Worte  aus :  „Bei  unendlich  wachsenden 

X  convergirt  —  gegen  die  Null"  oder  „für  a?  =  00  ist  der  Greaz- 

X 

werth  von  —  gleich  Null** ;    die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenz werth  von"  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim, 
(von  Umes),  und  man  schreibt  daher 

et 
Lim  —  =  0 ,         für  Ä  =  00 . 

X 

In  gleicher  Weise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 

drack {-  h  gegen  die  Grenze  h,  d.  h. 

X 


-(f+^)=*.  »"=«• 


Dementsprechend  bedeutet  die  Gleichung 

Limf(x)  =  A ,    (a?  =  00), 
dass  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  X  und  der  Function 
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f{x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
in's  Unendliche  wächst.  Geometrisch  heisst  dies,  die  Curve,  deren 
Gleichung  y  ==/(x)  ist,  hat  eine  in  der  Entfernung  A  parallel  zur 
j;- Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  (o,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  d  oder  ^.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unter- 
suchen, die  später  sich  als  wichtig  zeigen  werden. 

A.    In  der  identischen  Gleichung 

a—  h 

möge  a  ^  J)  sein;  die  rechte  Seite  erhält  dann  einen  zu  grossen 
Werth,  wenn  man  überall  a  statt  h  setzt,  mithin  ist 

r <  (wi  4-  1)  a*" 

a  —  0 

oder  durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Vereinigung  aller  der 
Grössen,  welche  a"*  enthalten, 

1)  [a  —  (m  +  1)  (a  —  5)]  a"»  <  ft»»  +  1. 

Die  Substitutionen   a  =  1  -\ ,6=1  4-    ; erfüllen 

m  '     m  4-  1 

die  Bedingung  a  >  5  und  geben 

folglich,  wenn  der  Beihe  nach  m  =  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 

('  +  f)'<(-Vi)'<(.-+^)'<... 

/  i\« 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Ausdruck  l  1  +  — )  fortwäh- 
rend wächst,  wenn  (O  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft 

Die  Formel  l).giebt  femer  f ür  a  =  1  +  ^— ,  h  =  1,  m  =  w 


und  durch  Erhebung  auf's  Quadrat 


<2 
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Nach  Nr.  2)  ist  nun  um  so  mehr 


es  mag  also  m  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  (  1  -I 1 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  ( 1  +  — )  ^'^^^  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  gross,  und  muss 
desshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ^  2 
aber  <  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  e,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  existirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  (o  die  Gleichung 

3)  Lim  [(l  -I-  i)"]  =  e. 

Ist  CD  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  giebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  poditive  Zahlen  Ö  und  r 
=  <5  4-  li  zwischen  denen  cd  liegt;  man  hat  dann 

mithin  auch 

Zugleich  lässt  sich  o  unter  der  doppelten  Form  o  =  ö  -^  a 
und  (D  =  r  —  ß  darstellen,  wo  a  und  ß  ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

woför  man  schreiben  kann 

Bei  unendlich  wachsenden  co  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  6 

und  r  in's  Unendliche  zu;  die  Ausdrücke  (l  +  "t)  '^^  (^  "f"  ~~) 

convergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 

a        .     ß  . 

---  sowie  -^  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.     Hieraus 

zusammen  folgt  die  Gleichung 
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4)  Un.  [(l  +  i)"]  =  e, 

welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
CD  besteht. 

Ist  Cü  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
c  =  —  (9  -f-  1)  setzen,  wo  Q  eine  positive  ^unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  0  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  nach  Nr.  5)  näherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  (O  eine  grosse  Zahl  setzt  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausfuhrt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit.  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7  zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 

e  =  2,718281828459  .  . 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

1 

dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  —  =  d  setzt,  wo  nun  8  eine 

o 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

i_ 

6)  Um  [(1  +5)^1  =  6. 

m 

B.     Indem  man  die  identische  Gleichung 

^2^ilj+A)  = ,,,  [(1  + 5)  j] 

beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 

7)  Lim ^-js =  log  e. 

0.     Wenn  ^  irgend  eine  gegen  die  Null   convergirende  Zahl 

bedeutet,  so  hat  a^  die  Einheit  und  a  —  1  die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

d^—  1  =  Ä,  mithin  J»  =  <'log  (1  +  S) 

setzen.    Hieraus  folgt       ^        /    * 
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a^—  1 


^  Hog  (1  +  ö)  ~  «%  (1  +  S) 


und  durch  Uebergang  zur  Grrenze  fiir  gleichzeitig  unendlich  abneh- 
mende ^  und  d 

8)  Inm  — 5; —  =  -jn —  • 

D.  Die  Formeln  7)  und  8)  können  noch  zur  Bestimmung  des 

Orenzwerthes  von  ^ —      l benutzt  werden,  worin  8  eine  irgend- 

0 

wie  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bedeutet     Es  ist  nämlich 

identisch 

(1  +  sy—  1  _      ^A^4og(i  +  cr)^i     70(7  (l  +  g) 

8  ~^     li'logil  +  S)  8 

wobei  zur  Abkürzung  log.  statt  ^log,  geschrieben  wtirde;  setzt  man 
weitcsr  fi  Zöj^  (1  +  Ä)  =  %'^  so  hat  man  auch  "^ 

(1  +  Ä)^— 1  a^— 1     %(1  +  Ä) 

8 =  ^—^ 8 

und  hierin  bedeutet  %'  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  8  ver- 
schwindet. Dui^ch  Uebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

9)  Lim  ^ — ^—^ =  fi. 

E.  Wir  wollen    endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

si/ift  '^ 
sich  das  Yerhältniss  in  dem  Falle  nähert,  wo  d'  gegen  die  Null 

oonvergirt.  Denken  wir  uns  unter  0"  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

sin  'd'  <;  'O*  <;  tan  0* 
und  umgekehrt 

1      >s^  i_  ^^  <^^s  ^ 

sin  ^       ^        sin  •& ' 
mithin  durch  Multiplication  mit  sinO" 

1  >  — s—  >  cos  9'. 

Da  bei  verschwindenden  d"  die  einscliliessenden  Grössen  1  und 
eosd'  den  gemeinschaftlichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

sin  O" 

10)  Lim  ^^  =  1. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  späteren  Un- 
tersuchungen. 


V.     Die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  Function. 

Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (y  =  sinx)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet 
Ja  selbst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.      So  z  B. 

steigen  die  'Parabeln  y  =  yx  und  y  =  x^  gleichzeitig,  man  wird 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  uobe- 
stimmten  Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  =  ax  -{-  h 
sein  möge.  Hier  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  dadurch  aus- 
drücken, dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Absdsse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Fig.  3  OM  =  X,  MP  =  y,  MN  =  PJB  =  1,  so  ist  ö^  ^e  ent- 


Fig.  3 


sprechende  Ordinatenzunahme ,    also    die 
Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 

§jBr=  tm  QPB  =  a; 
in  der  That  hängt  diieser  Ausdruck  nicht 
von  X  ab  und  bleibt  daher  constant  für 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  femer  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung" der  Bewegung  sich  continuirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
richtung jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve  dar- 
gestellt. Es  sei  nun  P  T  (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
P  und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
Q  B  diejenige  Zunahme  der  Ordinate  ilfP,  welche  der  Abscissenzu- 


» 
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nähme  MN  =  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Curve  von  P  aus 
mihre  Tangente  verliefe,  also  in  die  gleichmässig  steigende  Gerade 


Fig.  4. 


P  jT  überginge.  Nennen  wir 
wiederum  Q  B  die  Steigung 
der  Curve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  zu  finden,  welchen 
die  Tangente  PT  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometrische  Tan- 
gente dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
heit, wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhaupt  der  Aenderung. 

Zur  Eenntniss  des  genannten  Winkels  führt  die  Bemerkung, 
da88  eine  Gerade ,  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet ,  also  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Curvenpunkt  P  mit  einem  zweiten,  willkührlich  auf  der  Curve 
gewählten  Punkte  Pi  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  P^  P  U=ö^ 
welchen  die  Secante  PPi  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
führung der  Bezeichnungen  OM  =  x^  MP  =  y  ==f(x)  und  MMi 
=  S  erhalten  wir 

}  lano  —   ^^  —         ^^^  ^ 

Lassen  wir  jetzt  8  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
um  den  festbleibenden  Punkt  P  und  wird  für  5  =  0  zur  Tangente; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  Ö  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Ahscissenachse ,  welcher  r  heissen  möge.  Wollte  man  in  Nr.  1)  ge- 
radezu 8  =  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

0 
und  Dichtssageöde  Resultat  —  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 

anzudeuten,  dass  schliesslich  8  =  0  werden  goU,  also  zu  schreiben 

In  jedem  speciellen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausführung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  .Beispiele  zeigen 
werden.     Für  f(x)  =  x^  hat  man  zunächst 

_  (x  +  öy  —  x^ 
—  8  ~ 


tan  6 


2x  +-  d, 
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mithin  ftbr  d  =  0 

tan  r  =  2  o;. 


Ferner  ist,  wenn/(a;)  =  Vo*--^  genommen  wird, 

mithin  für  d  =  0 

^anr  =  —  -7==. 

Die  Formel  2)  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  0  den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  §anz  willkührlichen 
Grösse  möglich ,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  wo 
d  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande*- 
ren  Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  Null  wenigstens  die 
Gienze,  welcher  8  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  t  die  Grenze  von  6,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

3)  ^.=  i,,/^  +  ^^lZ^ 


Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  d  =  0  werden  kann,  vorstellt,  dass  Ö  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 


-s. 
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Cap.  L 

Einfache    Differentiation, 

§.1 

Differenzen  und  Differentiale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

fix  +  5)  -  fix) 


dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aenderungen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt ,  wenn  die  Gleichung  y  =  /(a?)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenz werthes  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  f  (x) 
zu  bezeichnen,  so  dass  also  die  Gleichung 

1)  /(^)  =  ii^/^±^^Z>M 

die  Definition  von  f  (x)  enthält.  So  ist  z.  B.  nach  Abschn.  Y  der 
Einleitung 

wenn/(ic)  =  ax  -{-  h^  f'(^)  =  », 

,     f(x)  =  x\      '  fix)  =  2x, 

X 


fix)  =  Va^-x\  f(x)  =  - 


Va2  — a?«' 

überhaupt  nennt  man  f  (x)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function /(a?). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  5,  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  Unter- 

2* 
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schied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  Werthe  x  -\-  6  und 
dem  früheren  Werthe  x.  Bezeichnet  man  überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  z/,  so  isi  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x  mit  ^±  zu  bezeichnen,  wobei  ^  den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x  anzeigt,  dass  es  verschiedene  x  sind,  welche  um  ^  differi- 
ren.  Consequenter  Weise  bezeichnet  hiernach  z/y  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  y,  von  denen  das  eine  dem  x,  das  andere  dem  x  -\-  ^x 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y  =/(a;)  ist  dieses  ^^=f(x  -|-  ^x) 
—  f(x)  mithin 

^y  ^f(x  +  ^x)-f(x)\ 

^x  ^x 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  z/a?  und  /iy 
statt  ^x  luid  /iy  zu  schreiben,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat, 
/!l  X  und  ^y  für  producte  anzusehen.  Die  Grössen  ^x  und  /dy 
heissen  die  Differenzen  von  x  und  y\  der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 

dd  X  z/a? 

vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt. 

Wenn  nun  d  =  z/o?  gegen  die  Null  convergirt,  so  nähert  sich 

auch  ^y  der  Grenze  Null,  und  daher  wird 

uni  jedoch  die  beständige  Wiederholung  derSylbe  lÄm.  zu  erspareni 

dy  ^y 

schreibt  man  -r—  statt  lAm  —r— ,  also 

dx  nx 

Hier  bedeuten  dx  und  dy  Differenzen,  an  welchen  die  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derartige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Differentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Verschie- 
denheit allein  in  der  Schreibweise  liegt.     Durch  die  Benutzung  des 

Zeichens—  werden  die  auszuführenden  Rechnungsoperationen  nur 
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angedeutet,  während /' (rr)  das  fertige  Resultat  angiebt,  z.  B. 

—~  =2X1 
dx  * 

der  Sinn  der  Gleichung  2)  ist  demnach  ein  ganz  ähnlicher,  wie  z.  E. 

bei  3»  =  9,  V2b  =  5  und  dergl. 

Dem  Vorigen  zufolge  sind  der  Differenzenquotient  und  sein 
Grenzwerth,  der  Differentialquotient,  so  lange  von  einander  verschie- 
den als  ^x  und  z/y  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
Unterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  dx  und  dy  genommen  wer*- 
den.    Setzt  man  daher 

3)  ^-f^  =  ?. 

dx       dx 

so  ist  Q  eine  Grösse,  deren  Grenze  die  Null  wird,  sobald  ^r/^und  dy 
gegen  die  Null  convergiren.     Aus  Nr.  3)  folgt  weiter  * 

oder  wegen  Nr.  2) 

dy  =f{x)  dx  +  Qdx\ 
lassen  wir  dx  und  dy  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  Q  und  es  bleibt 

4)  dy=f{x)dx 

d.  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
die  Aeuderung  dy  gleich  dem  Producte/'(ic)  dx.  Die  geo- 
metrische Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4):  Je  näher  der 
Punkt  P,  dem  Punkte  P  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Punkt  der  Tangente  P  T  ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
verglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dass  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  dx  und  dy  ebenso 
multiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen;  hierin  be- 
steht ein  nicht  geringer  Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun-  darauf  an ,  die  ver- 
schiedenen einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
«u  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialquotienten  aufzusuchen.  Bevor 
wir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometri- 

•  *  • 

sehe  Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen;  namentlich  mögen 
die  Fälle  untersucht  werden,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ebene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

In  Fig.  5  (a.  f.  S.)  sei  OM  =  a?,  MP=f{x),  und  die  über 
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der  Abscisse  stehende  Fläche  B  0  MP  ==  F  (x);  ändert  sich  die  Al>- 
Bcisse  um  Jlf  Jlfi  =  ^  x,  so  ist 

F(x  +  z/ir)  —  F(x)  =  Fläche  MMy  Pj  P. 
Diese  Fläche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  ^x  zur 


Fig.  5. 


NM, 


men  und  es  bleibt 


Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
Ml  Pi  liegende,  wenn  auch  sonst  nicht 
näher  bekannte  Ordinate  N  Q  zur  Höhe 
hat;  demnach  ist MMiPiP  =  NQ.^x 
und 

^  X 

Bei  verschwindenden  ^x  fallen  die 
drei  Ordinaj;en  Jlfi  Pi ,  NQ  und  MP 
in    die    einzige  MP  =  f(x)     zusam- 


r(x)=f(x). 

Die  derivirte  Function  bedeutet  also  im  vorliegenden  Falle  die 


Fig.  6. 


z 

Qi 

9 

—- 

• 

0 

J..M..L 

M.     X 

B. 


letzte  Ordinate. 

In  Fig.  6  sei  wieder 
OM  =  Xy  die  Quer- 
schnittsfläche MPQ 
=  (p  (x)  und  das  Vo- 
lumen, welches   zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten OPCundJlfP^ 
enthalten  ist,  =  tlf  (x); 
der  Aenderung  MMi 
=^x  entspricht  dann 
die  Volumenzunahme 
i^ix  +  Jx)  —  ^(aj)  =  Vol.  MP Q  Ci Pi Ifi. 
Das  letztere  Volumen    lässt   sich   einem  Gylinder  vergleichen, 
welcher  ^x  zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  MPQ  und 
MiP\  Qi  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  8  die 
Fl%che  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MP  Q  QiP\Mi 
=  8»dXy  mithin, 

'4f(x  +  Jx)  —'  ilf(x)        -, 
_-  ^^ 

jJX 

Bei    verschwindenden  ^  x    fallen    die  Querschnitte    Mi  Pi  Q^ 
==:  g)  (a;  -f-  -^  a?) ,  jS  und  MP  Q  =  (p(x)  zusammen,  mithin  bleibt 

if'(x)  =  q>(x). 
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Betrachtet  man   die  unabhängige  Yariabele  x  immer  als  Ab- 
scisse,  so  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotient  eines  Volumens  ist  des- 
sen letzter  Querschnitt;  der  Differentialquotient  einer 
ebenen  Curvenfläche  ist  deren  letzte  Ordinate;  der 
Differentialquotient  einer  Ourvenordinate  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  letzten  Berührungs- 
winkels. 


§.  2. 
Differentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Gonstanten.  Wenn /(a?)  für 
jedes  X  denselben  Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
/(»  +  z/a?)  =  a,  mithin  f{x  +  ^x)  —  f{x)  =  0.  Hier  findet 
b^  abnehmenden  ^x  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

1)  ^  =  Ound(la  =  0. 

dx 

n.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten Ton  x!*  erhält  man  augenblicklich 

J(xf^  ^(x  +  Jx)f''-xf'  ^V^    x)        \u-^\ 
^x  /ix  ^x 

X 

^x 

oder,  wenn  zur  Abkürzung =  Ä  gesetzt  wird, 

^x  d 

Wenn  nun  ^x  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  S  die 
Null  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
der  Grenze  ft  (s.  Einl.  17,  Nr.  9);  daher  ist 

2)  ^J^  —  fix/"-^  xijidd(xf')  =  (ixf*-^dx. 

ni.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  Diffe- 
renzenquotienten von  a'  erhält  man 

^    f  — —  ^— — — — — — —  -^  tt  "  • 

^x  ^x  dx 
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und  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  IV  der  Einleitung 

3)  ^)=a'JL. 

dx  ^loge 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systems 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  2,  so 
dass  immer  e'^  =  z  ist;  man  hat  dann  auch 

e^^  =  a 
und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  .  ^Joge  =  ^loga  =  1, 
woraus  folgt 

4)  ai^g^^:-  —  =  la. 

la        ^loge 

Hiemach  lautet  die  Gleichung  3) 

5)  ~— ^  =  a'la  und  d  {a')  =  a'la  dx. 

a  X 

Für  a  •=  e  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

d(6') 

6)  -^r—^  =  e'^widd(e')  =  e'dx: 

dx  V    /  » 

man  nennt  dess wegen  e'  die  natürliche  Exponentialgrösse. 

IV.  Differentiation  des  Logarithmus.  Der  Differenzen- 
quotient von  Jogx  ist 

lo    6  +  —^ 
Jlogx       log{x-\-dx)  —  logx  \  x  /      1 

zfx  /Ix  /Ix  X 

X 
^  X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung mit  i  bezeichnet  wird 

X 

^logx log  (1  +  S)      1 

dx  8  X 

Wenn  nun  /ix  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
d  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  log  e  (EinL  IV,  Formel  7) ;  diess  giebt 

dlogx löge 

dx  x 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  log  e  durch 

8)  ^  =  ^- 
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ersetzen;  die  Grösse  Ma  lieisst  dann  der  Modulus  des  logarithini- 
schen  Systems  der  Basis  a;  statt  Nr.  7)  haben  wir  letzt 

9)  ^  -         =  —2  und  dMogx)  =  — ^  dx. 

äx  X  X 

Am  einfachsten  werden  diese  Formehi  fiir  a  =  e  nämlich 

10)  — —  =  —  und  dlx  =  —  dx; 

dx         X  X 

die  Logarithmen ,  deren  Basis  e  ist,  nennt  man   dess wegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.3. 
Differentiation  der  goniometrischen  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

sin  a  —  sinß  =  2  cos  |  (a  +  ß)  sin  1  (a  —  ß) 

erhält  man  für  den  Differenzenquotienten  von  sin  u  folgenden  Aus- 
druck 

^sinu sin (u-\-  ^Ju)  —  sinu 2cos(u  -\-  \du)sin\du 

z/t*  ^u  z/i* 

oder,  wenn  \^u  kurz  mit  %'  bezeichnet  wird, 

dsinu  ,     .    ^.  sin%' 

-j— =  cos  {u -\r  Q)  ^- 

Die  Grössen  ^u  und  %'  convergiren  gleichzeitig  gegen  die  Null, 

— ^r~  ^*^  ^®  Einheit  zur  Grenze  (Einl.  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 

,.  dsinu  -   ,  .  , 

1)  — ; —  =  cosu  und  dstnu  =  cosu  du. 

du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.     Unter 
Benutzung  der  Formel 

cosa  —  cosß  =  —  2sinl(a  -f-  ß)  sm|(a  —  ß) 
erhält  man  nämlich  für  l^u  =^  d' 

^cosu cos(w  +  ^u)  —  cosu 2 sin  (u  +  l^u)  sinl^^u 

^u .  ^u  ^u 

=  —  stn  {u  +  V')  -—^ 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

^.  dcosu  .         j      j  .       j 

2)  — ; —  =  —  8%nu  oder  dcosu  =  —  stnu  du. 

'  du 
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Für  die  Secante  hat  man  zunächst 
^ secu sec  {u  -\-  Ju)  —  secu_^  cosu — co8(u-\'  du) 

-^W  du  C08{u-\- jdu)C08U.jdu 

2  sin  {u-\-\Ju)sin\du  _      sin  {u  -^  %)  sin^ 

cos(u-^  du)cosu.du   ^C0S(U'\-2d^C0SU        & 
mithin 

.  dsecu        sinu     ,      ,  o       •       ^ 

o)  — ^ —  =  — -—  oder  dsecu  =  sec^u  stnu  du. 

du  cos^u 

Als  Differenzenquotient  der  Cosecante  ergiebt  sich 

d  cscu CSC  (u  -\-  du)  —  cscu sin  u  —  sin  {u  +  du) 

du  du  sin {u-\- du) stnu,  du 

2  cos {u-{-\ du) sin \ du  cos  {u  -\-  d)  sin9 

sin  (u  +  du)  stnu .  du  sin  {U'\'2%)sinu       %' 

und  daraus  folgt 

,.  dcscu  cosu     ,      ,  «  , 

4)  — ; —  = r-T-  oder  dcscu  -=  —  csc^ ucosu  du, 

du  s%n^  u 

Um  den  Differenzenquotienten  von  tanu  in  eine  passende  Form 
zu  bringen,  machen  wir  Gebrauch  von  der  Relation 

,      /,        sin  (a  —  ß) 

tan  a  —  tanß  = ^^ ^ 

cosa  cosp 

und  erhalten 

d  tan  u tan  (u-\-  du)-^  tan u 1  sin  du 

du  du  cos  (u -\- d  u)  cos  u       du 

Wenn  du  gegen  die  Null  convergirt,  wird  Lim  —z =  I 

folglich 

^.  dtanu  1        j      jfi  9     j 

5)  — ; —  =  — r—  oder  dtanu  =  sec^u  du, 
^  du  cos^  u 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 

.               .  o              s«^  («  —  /*) 
cota  —  cotß  = :--i — r-3- 

stna  sinp 
erhält  man  auf  ähnliche  Weise 
dcotu       cot(u-\-  du)  —  cotu  1  sindu 

/ju  du  sin(u-\-  du)sinu       du 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

dcotu                    ^         ^       j     Ä  o       j 

R\  — :; —  = : oder  d Cot w  =  —  csc^ u  du. 

^  du  stn^u 
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§.4. 
Differentiation  der  cyclometrischen  Functionen. 

Zufolge  der  Definition  von  aresin  x  zieht  die  Gleichung 

u  =  aresin  X 
die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich : 

sinu  =  x\ 
aus  der  geänderten  Gleichung 

u  -\-  ^fu  =  aresin  (x  +■  ^x) 
erhält  man  analog 

sin(u  -{-  /du)  =  X  -{■  dx\ 
und  nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  den  Differenzenquotienten 
von  aresin  X  in  folgender  Form  darstellen 

/l  aresin  x aresin  (x  +  ^^)  —  aresin  x 

/ix  /ix 

/In  1 

sin  {^  +  ^w)  7"  smt*        sin  (u  -\-  /!u)  —  sinu 

jdu 
Der  Nenner  des  letzten  Bruches  ist  der  Differenzenquotient  von 
mu  und  geht  in  den  Differentialquotienten  eosu  über,  wenn  ^ x 
undi^tt  gegen  die  Null  convergiren;  man  hat  daher 

daresinx 1 1 

dx       ~  eosu        Vi  -^sin^u 
oder,  weil  sinu  =  x  ist, 

,.         daresinx  1  ,        .  1         , 

1)         — =  ,/  ,     daresinx  =  , .  dx. 

dx  Vi  — aj2  Vi— a;2 

Da  unter  arcsmo;  ein  Bogen  zwischen  —  Jjr  und  +  gJT  ver- 
standen wird  und  jeder  Bogen  dieser  Art  einen  positiven  Cosinus 
hat,  so  iät  das  vorkommende  Wurzelzeichen  immer  positiv  zu  nehmen. 
Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arecosx 
anwendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
Relation 

arecosx  =  Ijc  —  aresin  x 
Gebrauch  macht;  es  ergiebt  sich 

/i arecosx a/recos  (x-\-  ^x)  —  arecosx 

Jx  jdx 

aresin  (x  +  dx)  —  aresin  x  d  aresin  x 

/ix  /Ix 
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mithin  vteh  beim  Uebergange  xnr  Grenze 

dareeosx daresinx 

dz  dx 

d.  L 

^.  darceosx  1  ,  1  , 

2) = — ,  .  ,     aaiToasx  =  —  ,  .  das. 

dz  Vi— X«  Vi— X« 

Um  ferner  die  Functioii  «  =  ardanz  zn  differenziren,  gehen 
wir  Ton  folgenden  Tier  Gleichungen  ans 

u  =  ardan  z  ,  ton  u  =  x 

u -|-  -^f»  =  ardan  (x  4-  -^x)  ,    tan  (u  +  -^n)  =  x  +  ^o:, 
nnd  fteHen  mit  Hülfe  derselben  den  Bifferenzenqnotienten  von  ardan  x 
in  nachstehende  Form 

^ardanz ardan  (pc -\-  ^z)  —  ardanx 

^z  /iz 

^« 1 

tan  (u-^-^u)  —  tanu       tan  {u-\-^m)  —  tanu' 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenqnotient  von  tanu  und 
geht  in  den  Differentialqnotienten  sec^u  über,  wenn  ^z  und  jJu 
gegen  die  Null  conyergiren;  diess  giebt 

d  ardan  z  __     1      1 

dz  sec^u        1  -\-tan^u 

oder,  wefl  tan  u  =  x  ist, 

d  ardanz  1  -,     ^  1       , 

3)  — 3 =  7-ji — i,     dardanz  =  :—. — -dz. 

'  dz  \  -y  z^  \-\-z^ 

Die  Differentiation  von  arccotz  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

arccotz  =  1«  —  ardanz 
anf  die  Differentiation  Yon  ardanz  zurückfuhren;  man  findet 
^-  darccotz  ^  j        ^  1       , 

Setzt  man  u  =  arcsccz  mithin  secu  =  z,  so  gelangt  man  leicht 
zu  der  Gleichung 

/iarcsecz arcsec  (z  -\-  ^z)  —  arcsecz 

zfz  J^Z 

^ 1 

sec  (w  +  ^^)  —  secu       ^secu 
woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  folgt 
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darcsecx 1      1 1 

dx  dsecu        sinu        gecu  Ysec^u  —  1 

du         cos^u 
d.  i.  wegen  secu  =  x 

^,        darcsecx  1  ,  1  , 

y)        — 1 =    ,y  ,     darcsecx  =    ,>  dx. 

dx  xVx^^l  xVx^  —  1 

• 

Mit  Hülfe  der  Relation 

arccscx  =  Jjr  —  arcsecx 

gelangt  man  endlich  noch  zu  der  Formel 

„.     darccscx                   1                ,  1 ', 

6)     — = ^ ,  ,    darccscx  = ,  dx. 

dx  xVx^'-'l  xVx^—l 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen* 
gesetzter  Functionen  zu  beschäftigen. 


§.6. 
Differentiation  der  Aggregate,  Froducte  und  Quotienten. 

1.  Sind  Ä  und  B  Constanten,  u  und  v  Functionen  der  unab- 
hängigen Yariabelen  x,  so  bildet  das  Aggregat  Äu  -\-  Bv  eine  zu- 
sammengesetzte Function  von  x,  welche  u.  A.  die  Summe  u  -\-  v, 
die  Differenz  u  —  v  und  das  Product  Äu  als  specielle  Fälle  in  sich 
enthält.  Die  Aenderung  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
und  V  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenquotient 

J(Äu  +  Bv)  _Ä(u  +  Ju)  +  B  (v  +  ^v)  —  {Äu  +  Bv) 
dx  ,  dx 

du  d  V 

=  Ä^  +  B-^' 
dx  dx 

Je  kleiner  dx  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 
renzenquotienten  --t—  und  —t—  von  den  entsprechenden  Differential- 
quotienten, und  man  kann  daher 

du  du  dv  dv 

dl^  —  J^^^''  I^  —  Ji'^^^ 

setzen,  Wo  ^\  und  ^^  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
dx  gegen  die  Null  convergiren.     Die  vorige  Gleichung  wird  jetzt 
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— ji —  =  ^  di  +  ^  di  +  ^«"^  +  ^9» 

I 

und  hieraus  folgt,  indem  man  zur  Grenze  für  verschwindende  ^  x, 
Qi  und  Q2  ühergeht 

.  d(Äu  -\-  Bv)  du         -o  dv 

^/  TZ —  -^  TZ    i    ^  TZ 

ax  ax  ax 

oder  auch 

2)  d  (Au  +  Bv)  =  Ädu  +  Bdv. 

Für  J9  = '+  1,5=—  1  und  5  =  0  liefert  die  Formel  drei 
specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regeln 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schlussweise,  die  zur  Formel  1)  führte,  ge- 
langt man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

d(Äu  +  Bv+  Cw  +  '")        A  ^^    i    T>  ^^     i.  n  ^^  i 
dx  dx  dx  dx 

worin  das  Aggregat  Äu  -\-  Bv  -\-  etc.  aus  einer  beliebigen  end- 
lichen Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  eine 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  die  Formel  nicht  ohne  Weite-  . 
res,  weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  oh  ÄQi  -}-  B  Qq  -\-  CQs 
-f-  *  *  *  in  inf.  die  Null  zur  Grenze  habe,  wenn  ^ii  ^2)  ^3  •  •  •  gegen 
di'e  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.     So  hat  man  z.  B. 

d  [(a  +  hxy]  _  J  [g»  +  Sa^x  +  Sah^x^  +  h^x*] 
dx  dx 

dx  dx     ^  dx  dx 

=z  San  +3ah^.2x    +l)^.3x'^ 

=  3h  (a2  +  2ahx  +  h^x^)  —  3h  (a  +  hx^. 
Ein  zweites  Beispiel  ist 


ik~) 


d  (1  +  a?  +  a;^  +  a?g  +  « > «  +  a?*»  ~  ^) 


dx  dx 

^d(l)  d{x)  d(x^)  d(xn-l) 

dx    '^    dx    ,       dx  dx 

==  1     +    2a?    +  •••  +  (n  — l)a;«~». 

n.     Sind  wieder  u  und  v  Functionen  der  Variabelen  a?,  so  hat 
man  als  Differenzenquotienten  des  Productes  uv 
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J  (uv)        (u  -\-  /lu){v  •\-  dv)  —  UV 
Jx  /ix 

/Jv    .       du    ,    du     dv       . 

dx  dx       dx     dx 

Die  Grenzwerthe  von  — r-  ,  »-;—  und  dx  sind  der  Reihe  nach 

dx      dx 

•—  ,  -—  und  Null;  mithin  wird 
da;    ßix 

.  diyiv) äv    .      du 

dx  dx  dx 

und 

6)  d{^v)  =z  u  dv  -{-  vdu. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  u  ^=:  x^^  v  :=^  x^^  man  erhält 

wie  sich  auch  direct  ergiebt,  vfemfx^x^  in  rc"''* zusammengezogen 
wird. 

V 

UL     Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  —   bilden    wir 

u 

zimächst  den  Differenzenquotienten 

.  fv\        V  4-  dv         V  dv         du 

\u/  u  -\-  du        u  dx         dx 

dx  dx  («*  +  -^^)  w 

and  erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 

du 
dx 


6)        •  ^(-- )        ««^ V 

\u/  dx 


oder 

7) 

Hiernach  ist  z.  B. 

dx 


dx 

W2 

• 

<^ 

udv  —  vdu 
u2 

• 

0- 

a?)  (—  »0?«-!) 

-(1 

1 
1  —  1 

(1- 

nx*  ~  '  +  (n  — 

xy 

■   1)  X 

(1  -  x)» 

x")  (-  1) 


Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
80  hat  man  die  neue  Summenformel 
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1  4-  2  a;  +  3a?«  +  4a?«  H +  (n  —  l)a?'«  -  « 

1  —  »a;*  —  1  +  (w  —  l)x* 

-         (1  - «)» 

Ueberkaupt  lässt  sich  aus  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Variabele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung  ' 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Yariabele  ableiten. 

§.6. 
Differentiation  der  Functionen  von  Functionen. 

Wenn  e  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von 
X  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

1)  ^  =/[>],  y=9(äJ). 

welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  «=/rt'(a;)] 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  jer  =  log  sin  X  in  z  ^=^logy  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  jer,  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

jdx  jdx  ' 

dafür  kann  man  schreiben 

dx  jdy  J  x^ 

und  hier  ist  der  Differenzenqüotient  yon  f\y\  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Yariabele,  mithin  /!l y  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

^e        dz     /iy 
dx        dy     /Ix 
zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 

äz  äz     dy 

^  dx        dy     dx^ 

oder 

«X  j  dz     dy     j 

3)  dz  ^=  -r-  '  ~  '  d^. 

'  dy     dx 
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dz 
Demnach  erhält  man   den  Differentialquotienten  ^— ,  wenn  man 

dx 

de 
erst  den  Differentialquotienten  -r—  so   bildet,   als  wäre  y  eine  unab- 

dy  • 

hängige  Variabele,  und  ihn  nachher  mit  -r^multiplicirt;  die  Werthe 

Ol  00 

dz  d  y     , 

Yon  -—  und  tt—  leitet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1)  ab. 
dy  dx 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

z  =  (a  ■{-  hx^y 
gestaltet  sich  die   Sache  folgendermaassen.     Statt   der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Gleichungen 

z  =.  yP,     y  z=:  a  -[-  hx^ 
and  erhält  daraus 

dz  .      d  y        :  . 

-rr—  =  pyP-\       r~   =   OnX^'"^ 

dy        ^^        '     dx 
mithin  durch  Multiplication  dieser  Differentialquotienten 

-—  ^hnpyP~^x^~^ 
dx 

oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  z  ihre  Werthe  setzt, 

dx 

Bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
dass  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Variabelen  y  und  z  in  Rechnung 
zu  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  viel- 
mehr kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und  * 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
auszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Function  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d  {yP)  =  pyP  ~  ^  dy  ist 

dl(a  -\-  hx'')P]  =  p  {a  +  hx'')p  -  ^  d(a  +  6a;«) 

=  p(a-}-b x'^y  -  i  hd  (ic«) 

=  p  (a  -\-  hx'')P  ~  ^  hnx'*  ~  ^dx, 

was  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel  diene    die  Differentiation  von  äj*.      In  der 
Form  einer  Exponential grosse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

BchlOmllcb,  Analysls.  3 
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nach  der  Regel  d(ev)  =z  e^dy  erhält  man  daraus 

d(x^)  =  e^  ^' d(xlx) 

7=  e^^^ixdlx  -\-  Ix  dx) 

=  c*  '*  (x  —  dx  -\-  Ixdxj 

=  x^(l  4"  lx)dx. 
Auf  demselben  Wege  gelangt  man   zu   der   folgenden    kle 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 


d 


a  +  bx' 
dx 


6  (a  +  hx)]  (a  +  hx^' 

ßx']  dx 

~  a^  +  ß^x^' 
dx 

xdx 


L      l)(a  +  hx)} 

r  1  ßxl 

d    — s  arctan  ^-— 
L«p  a  J 

^  \.2^ß  \a  -  ßl)\ 

L2  fr    ^    ^       ^A  a  +  &  ä;2  ' 

L  6  J  Va  +  hx' 

\l{ßx  4-y«2-j-|32a;2)1       _  ^a; 

L  ß  J         y^rqp"^?^» 

,ri  .     j3a;l  dx 

L/3  aj  Va2  —  |82a;2' 

L         &         J  ~  y a  +  6a;2' 

d  r       ^       1  =        ^^ 

\-aV  a  +  baj2J  "/(«  +  hx^y' 

\ ^      1 

L         b    1//2    -4-    ft'E2j 


d 


xdx 


d  [a;  Zäj  —  ic]  =   Za?  cZa;, 

d  [—  l  cos  u\  =  tanu  dic, 

d  p  sin  u]  a=  cot  u  du, 


d[-l^aräm{^^)] 

d  f-i- 1  {<'  +  ß^^nu\-\ 
[2  aß    \a  —  /3  f aw  w/ J 


c?t* 


du 


a^cos^u  -—    ß'^sw/M 
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§.  7. 
Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

I.  Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  •bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliche  Ausführung  der  durch  (1  -|-  ^)"*  angezeigten  m  Multiplica- 
tionen  ein  Resultat  von  der  Form 

1)    (l  -\-  x)^  =  1  +  Cix  i-  C2X^  +  GsX^  -\ +  Ol»  a?»» , 

worin  Ol ,  C2 ,  C3  ,  .  .  .  Cm  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah- 
lencoefficienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  differenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 

m(l  +  a?)"»-!  =  iCi  +  2C2X+3GsX^  +•*-+  m  C,„a?»»-i. 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1  -\-  x,  die  Gleichung  1) 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein,  d.  h. 

1  Ci  +  (2  C2  +  1  Ci)x  4-  (3  C3  +  2  C2)a?2  +  (4  C4  +  3  Cs)x^  -\ 

=  «*+  mCiX  -\-mG2X^  -^-mCsX^ -{-  ' -- 

Die  vorstehende  Gleichung 'kann  aber  für  jede&  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 

-,  m  m  —  1  m      m  —  1 

Gl  =  —  ,  C  -  C.  -^—  _ ^— , 

^  ^  m  —  2         m      m  —  1     m  —  2 

^  *        3  12  3 

u.  s.  w. 

Durch  Substitution  dieser  Coefficientenwerthe  erhält  man  aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  führt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden,  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 

(m)o  =  1,  (m)|  =  — ,  (mh  =  —7-^ 

m(m  —  l)(m  —  2)  .  .  .  (m  —  [k  —  1]) 


1     .^.Q.»**/!/ 


3* 
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Setzt  man  x  t=  —  und  muJtiplicirt  boidereeit»  mit  a",  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

3)    («  +  Vr  =  {m\a'^  ^  {m\  a-"-ib  +  C,«),a«-*6'H 

...<  +  (.«)„_, a6"-'  +  (wUft-, 
mittelst  deren  jede  zweitheiÜge  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
Bitive  Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  e,    wenn 

«  =  —  genommen  und  m  ala  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 
wird.     Man  erhält  zunächst 

V'+^J  ='+T  +  T-r  + rm +- 

V m)  \ m)      \ m     } 

■■■"'"  12. 3. ..m 

wobei  die  rechte  Seite  m  +  1  Summanden  zahlt.  Verstellen  wir 
unter  fc  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <;'  wi,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  t  -f-  1  orsteB 
Summanden  enthält,  während  der  zweite,  welcher  ü  heissen  mög&i 
den  noch  übrigen  Rest  von  ffl  —  £  Summanden  umfaBBtj  dies  giebfc 


m         \ m/  \ m/ 


.(■-^)(--l)-(--^),^ 


..(1 

t+n  ^ 

.(.. 

„^ 

^). 

{I-  +   2)  . 

.  »1 

In  der  zuletzt  ei 

ingokhm 

IUI  ertön    1 

SimiuiB  sind 

diß 

Zähle 

r  aller 

Sum 

^L   (veg 

ititi  Einheit  uaij 

» 

i 

ii 

i 

1 

1 
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Ä  -f  2,       (jh  +  2)(k  +  3), .  .  (Ä  +  2)  (Ä;  4-  3)  .  .  .  m 

die  kleineren  Nenner 

h  +  1,       (k  +  1)2,.  ...  (7c  +  l)^-^-\ 

60  erhalten  wir  zu  viel,  mithin  ist  die  erwähnte  Sunjme  kleiner  als 

\k  4-  1/ 


la  —  *  —  1 


1 


< 


1-.-^  1-  ' 


k  +  1  k  +  l 

Andererseits  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null,  sie  liegt  also 

zwischen 

0  und : —     =   — i 

1 L-  ^ 

k  +  1 

Ä;  4-  1 
and  kann  folglich  =  £  — gesetzt  werden,  wo  £  einen  nicht  nä- 

k  ' 

her  bestimmten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 

(i^i.)(i_A)...(i_A) 

RN-,        \            m  /  \            m  /        \            m/s 
d)       B  = •  — • 

X»^»Omm»lC  fC 

Gehen  wir  nun  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  k  zu  ändern,  and  be- 
rücksichtigen die  Gleichungen 

Lim  —  =  Lim  —  =  .■..=  Lim  —  =  0, 
mm  m 

80  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

^  ^    1     ^1     2^            ^1.2.3...Ä;^' 
1 «^ 

w^ttb  t  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.     Indem  man 
ftrfinuKial  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
;  HWAiaAme  Summen,  zwischen  denen  e  liegt;  weil  aber  R  beliebig 
!it  werden  kann,  wenn  man  k  gross  genug  wählt,  so  las- 
fommen  einander  beUebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
genau,  als  man  es  verlangt.    So  ist  z.  B.  für  A;  =  10 
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^   +  T-  +  1^  +  •  •  •  +1     2.'..  10  =  2.7182818011 

^  =  1.2'..  10  •  iö  -  «'«000000276  . , 

mitliin  für  fi  =  0  und  £  =  1 

2,7182818011  <  c  <  2,7182818287, 
womit  e  auf  sieben  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

II.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

cosnu  sinnu 

**  ~"  cos"" u '  ^'^         cos^'u' 

so  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

P„  +  1  =  P„  --  Qn  tanu,         ön  +  1  =  ön  +  -Pn  to,nii\ 
von  den  Werthen  Po  =  1  und  Qq  =  Q  ausgehend,  kann  man  diese 
Formeln   der  Reihe  nach  für  n  =  0,  1,2,3,...  anwenden  und 
erhält 

Pi  =  1  ,  öl  =  tanu^ 

P2  =  1  —  tan^Uy  §2  =  2  tanu^ 

P3  =  1  —  3  tan'^u^  §3  =  3  tanu  —  tan^u^ 

P4  =  1  —  6  tan/^u  +  tan^ii^     §4  =  4  tanu  —  4  tan^u^ 


.  •     •  •  .  • 


Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

_  cosmu 
o;  JTfn  =  — - — 

^  cos"*  u 

=  1  —  Q  tan^u  +  C4  tan^u  —  C«  ^aw^ w  +  .  .  .  • , 

=  Ci  tont*  —  Ci  tan^u  -\-  C5  ton^w  — 

worin  Ci ,  C2 1  C3  ©tc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  -dass 

dPm  ^ 

dUcm^u)        ,  ^     »     , 

— ^-- ^  =  Jo  tan*  ~-  ^  t^scc^  u 

du 
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ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Ausführung  der  Differentiation  leicht  fin- 
det; wir  erhalten 

8)  —  fnPfn  tanu  +  m  §OT 

=  (2  C^tanu  —  4  C4  tcm^u  +  6  Ce  tan^u  —  •  •  •  )  sec'^u, 

9)  fnPm  +  ^Qm  tan'u 

=  (1  Ci  —  SPstan^u  +  6Citan^u  —  1  Citan^u  +  •••)  sec'^u. 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  tanu  und  ziehen 
das  Product  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 
wP,»  (1  -|-  tan^u)  =  mPm  sed^u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec'^u 
hebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  P^  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 
Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 

10)  m  —  m  C-i  tan^u  +  »w  C4  tan^u  —  w  C«  tan^u  +  •  •  • 
=  1  Gl  —  (2  Ca  +  3  Gs)tan^u  +  (4  C4  +  5  C^)tan^u 

—  (6  Cß  +  7  CT)tan^u  +  •  •  • 

Das  Seitenstück  hierzu  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  Pm  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den (^^  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ;  es  wird 

11)  m  d  tanu  —  mCs  tan^u  -f-  ntC^tan^u  —  •  •  • 
=  (1  Ol  +  2  C2)tanu  —  (3  C3  +  4  C4)tan^u 

+  (5  Co  +  6  Ge)tan^u  — 

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tan  u^  so  erhalten  wir 

^  m     ^         ^  m  —  1         mm  —  1 

Cx  =  — ,  q,  =  c.  — 2—  = 2—' 

^         ^  m  —  2         m      m  —  Im  —  2         _ 
Ca  =  0,  —3—  =  -j 2 3— ,u.8.f. 

woraus  augenblicklich  hervorgeht,  dass  Ci ,  C^,  C3  etc.  mit  dem  Bi- 
nomialcoefficienten  (»w)i,  (m)2,  {m)^  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 

^^)  ^n^m ,,  =  Wo  —  i^htan^'i^  +  {m\tan^u 


—  (m)ß  tan^  u  + 


13)  =  (m)i  tanu  —  (m)z  tan^u  +  (m)».  tan^u  —  •• 

cos^  u  I     \    /«^ 

oder  auch  durch  beiderseitige  Multiplication  imi  cos^  u 
U)  cosmu  =  (w)o  cos^  u  —  {m)^  cos^  ""  ^usin^u 

+  (m)4  cos^  ~  ^usin^  u  —  •  •  •  • 
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15)  sin mu  =  (m)i  cos^*  ~  ^usinu  —  (m)s  cos^  ~^u sin^u 

-\-  (w)5  cos "*  ~  ^usin^u  —  •  •  • 
Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zu,   die  wir 
kurz  andeuten  wollen.    Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  sinu,  d.  h.  ganze  Potenzen  von  sin^u  =1  —  cos^u^  man 
kann  daher  den  hinomischen  Satz  anwenden,  indem  man 

sin^^u  =  (1  —  cos-uy 

« 

=  1  (Ä)i  COS^U  +  (Äj)j  cos^u  —  (Ä;)3  cos^u  +  •  •  • 

und  Ä;  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  cosu  zu  Factoren  hahen,  gelangt  man 
zu  einem  Resultate  von  der  Form 

16)  cosmu  =  Ao  cos^  u  ■{•  A^  cos^  ~  ^ w  + , 

worin  Aq^  A^^  A4  etc.  gewisse  constante  Coefficientenhedeuten,  deren 
Werthe  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  ven 
selbst  ergeben.    Schreibt  man  ferner  statt  Nro.  15) 

sinmu  =  sinu  [(m)i  cos^  ~^u  —  (m)s  cos^  ~  ^usin^u  +  •  •  *]» 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  führt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

17)  sinmu  =  sinu  [Bi  cos^  ~~^u  -^  B3  cos^  ~  ^«*  -|-  •  •  •  •]• 

Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  so 
braucht  man  nur  u  =  ^tc  —  v  zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

§.8. 

Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und   ihrem  Diffe- 

rentialquotienten. 

I.  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen-  wir  mit  Q  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function  /  (ü?),  wir  setzen  also 

wo  Q  zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  jdx  gegen 
die  Null  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  jd  x  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  Q  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f'(x)  beträgt;  für 
noch  kleinere  ^x  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  Q,     Die  rechte   Seite    der  obigen  Glei- 
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chung  hat  jetzt  dasselbe  Vorzeichen  wie/'(a5),  mithin  kommt  das 
nämliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite  zu.  Ist  nun  /'  (x)  und 
daher/' (a?)  +  g  positiv,  so  folgt,  ^Jx  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, da8s/(a?  -|-  ^  x)^f(x)  sein  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Variabele  ein  grösserer  Functionswerth.  Wenn  da- 
gegen/' (ü?),  mithin  auch  /'(ic)  -f-  Q  negativ  ist,  so  ergiebt 'sioh 
/(o: -f  d  x)  <^f(x),  und  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
kleinerer  Functionswerth.  Man  hat. daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 
Hieraus  erklärt  sich  z.  B.,  warum  der  Differential quotient  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

n.  Wir  betrachten  ferner  die  Function  (p{x)  als  endlich  und 
continuirlich  von  x  ■=  a  bis  a?  =  b,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  (p'(x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchläuft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  (f' (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  M\  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N'  annehmen,  mit- 
hin ist  innerhalb  jenes  Intervalles 

q)'  (x)  —  M'  negativ,         cp'  (x)  —  N'  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  q^' (x)  —  M'  als  Differentialquotient  von 

u  =  (p(x)  —  g?  (a)  —  (x  —  a)  M* 

betrachten,  ebenso  (f*  (x)  —  N'  als  Differentialquotient  von 

V  =  (p(x)  —  (p(a)  —  (x  —  a)  N\ 

und  nun  folgt  aus  dem  Iq.  Abschn.  I.  bewiesenen  Satze ,  dass  u  eine 
abnehmende,  dagegen  v  eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x  =  a 
verschwinden  diese  Functionen ;  demnach  fängt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  t*  =  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein ;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  v  =  0  und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
von  0?  =  a  bis  x  =  h,  mithin  ist  auch 
.  i    (p(h)  —  qp(a)  —  (b  —  a)-M'  negativ, 

\     (p(h)  —  (p(a)  —  (&  —  a)N*  positiv. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

w  =  (p(h)  —  q)  (a)  — %.  (p  —  a)q)'  (x) 

die  Variabele  x  das  Intervall  x  =  a  his  x  =  h  durchlaufen,  so  er- 
reicht (p' (x)  einmal  den  Werth  M',  ein  anderes  Mal  den  Werth  N'\ 
im  ersten  Falle  wird  w  negativ,  im  zweiten  positiv.  Dieser  üeber- 
gang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Func 
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tioö  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  w  =  0  möglich; 
zwischen  a  und  h  muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Werth 
05  =  I  geben,  für  welchen  w  =  0  oder 

wird.  Dass  a  <^  |  <<  5  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  |  = 
a  -\-  d'Q)  —  a)  ausdrücken,  wenn  man  unter  d'  einen  nicht  näher  be- 
kannten positiven  ächten  Bruch  versteht;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann  * 

2)  95(&)  —  9>(a)  =  (6  —  a)  9?'(a  +  -9"  P)  —  a]),  0  <  a*  <  1, 
oder  auch,  wenn  5  =  a  -j-  Ä  gesetzt  wird, 

3)  (p(a  +  Ä)  =  (p(a)  +  h(p'ia  +  d'h),  0  <  O-  <  1, 
wobei  jede  der  Functionen  (p(x)  und  <p' (x)  endlich  und  stetig  blei- 
ben muss  von  x  =  a  hia  x  -=  h. 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wir 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Kenntniss  des  in  Abschn.  I.  entwickelten  Theoremes  nicht 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  h  —  a  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  5,  so  ist 

d  = ,        h  —  a  =  nd,        h  =  a  -\-  nö 

n 

und  identisch 

q>Q))  —  q)(a)     _       y(&)  —  y(a) 
h  —  a  nö 

=  irL d + d +••• 

+  - — s — J 

In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient  — ^ ist  dasarith- 

h  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen,  welche   der  Differenzenquotient 

y(a?  +  g)  —  y(a?) 

8 
annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

X  =  a,     a  +  *>    a  +  25,  .  .  ,  .    a  -^  (n  —  1)5 
gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  5  —  5  in  Absätzen 
von  Ä  zu  8  durchläuft.     Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  be- 
zeichnen wir  daher  mit  M  den  grössten   und  mit  N  den  kleinsten 
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Werth,  welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn  x 
sich  auf  die  vorgeschriehene  Weise  ändert,  so  ist 

0  —  a 
Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  8  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  X  stetig  das  Intervall  a  bis  b;  der  Differenzen quo- 
tient  wird  zum  Differentialquotienten,  M  geht  über  in  M\  N  in  N\ 
und  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 

h  —  a 
Dies  ist  einerlei  mit  Dem,   was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
die  übrige  Schluss weise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werdeo,  je  nachdem  man  (p  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
X  stehende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 

pjg.  7^  In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 

GPD  durch  die  Gleichung  y =gp  (x) 
pv  X  bestimmt,   OÄ  =  a,    OB  =  h, 

AB  ^=h  —  a  =  Ä,  AC=g)(a), 
BD  :=  (p(h)  =  q)(a  +  Ä),  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB; 
man  hat  dann  einerseits  DE=BD 
—  AC^=  (p(p)  —  9>(öt),  ande- 
j^  rerseits  DjE?  =  GE  *  tan  D  CE^ 
mithin 

9)(a  -f-  Ä)  —  (p(a)  =  h  tanDCE, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  C  bis  D  ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  CD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  CD  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rührungspunkt P  zwischen  C  und  D  liegt;  es  ist  dann  ^  DCE 
==Z,FTM=  X  und 

9? (a  +  Ä)  —  (p(a)  =  h  tant. 

Für  0  Jf  =  I  ist  weiter  tanr  ==  q>' (|)  =  q}'(a  -^  A M),  und 
da  uiilf  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM  =  d'h 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch,  dass  es  im  Allge- 
meinen zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 
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Nicht  überflüssig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  überzeugen, 


Fig.  8. 


welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 
g)(x)  oder  (p' (x)  oder  beide  Functionen 
discontinuirlich  werden.  So  erkennt  man 
augenblicklich  aus  Fig.  8,  dass  der  Satz 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Curve  von  C  bis  2>  durch  imagiüäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 
ferner  voraus,  dass  g>(x)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zv/ischen  x  =  a  und  x  =  h,  dagegen  (p'  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Bögen  C  H  und  KD,  wobei  die  Tangenten  in  H  imd  K  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  G  und  D  fällt.  Im  dritten  Falle,  wenn 
nämlich  (p  (x)  continuirlich,  aber  q)'  (x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprimgweise  zwischen  C  und  D  (Fig.  10),  d.  h.  sie  geht  in  einem 
Fig.  9.  Fig.  10. 


0 


Punkte  G  plötzlich  von  GH  nach  GK  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  CD  zwischen  GH  und  GK,  etwa  nach  G^ «7,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt.  Sind  endlich  g)(x)  und  (p' (x) 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  wie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
parallel;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
(p  (x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer  Curve ;  die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y  =  (p'  (x),  und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  dass  die  über  der  Strecke  A  B 
stehende  Fläche  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
A  B  zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat.  Aehnlich 
gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  (p  {x)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet wird. 
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Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch  eine  sehr  wich- 
ge,  die  viele  Anwendungen  gestattet.   Hier  nur  eine  derselben.   Für 

\>{x)  =  logx  wird  (p' (x)  =  -^,  mithin 

X 

log(a  +  Ä)  —  loga  =  li  ^   T%j^'> 

setzt  man  an  die  Stelle  des  ächten  Bruches  %^  das  eine  Mal  die  Ein- 
heit, das  andere  Mal  die  Null,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chnngen 

hloge 


hloge 


*)  logia  ■\-  h)^loga  -^ 

5)  log{a  +  Ä)  <  loga  + 

Bei  grossen  a  und  kleinen  h  können  diese  Formeln  zur  Berech- 
nung von  log  {a  -f-  Ä)  dienen,  wenn  log  a  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg'schen  Loga- 
rithmen erweitern  und  etwa  Zo^  100003  berechnen,  so  hätte  man  nach 
dem  Obigen 


log  100003  >  5  + 


3  .  0,43429448 

100003 
3  .  0,43429448 


100000 


log  100003  <  5  -f 

oder 
^100003  >  5,000013028,         %  100003  <  5,000013029; 

beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimalen  überein,    daher  ist,   mit 
Rücksicht  auf  die  neunte  Stelle 

log  100003  =  5,00001303 

za  setzen,  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

in.  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 

fahrten,  kann  man  noch  weiter  gehende  Resultate  erreichen.     Sind 

8.  B.  (p{x\  9>'(a?),  ^(rr)  und  il>' {x)  Functionen,  die  von  a?  =  a  bis 

?  =  h  endlich  und   stetig  bleiben,  und    deren  letzte  innerhalb  des 

feoannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 

w' (x)         .     ,    . 
izt,  so  ändert  sich  der   Quotient     .     ^  continuirlich  von  ic  =  abis 

tp  {Xj 

=  5;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M\  sein 

einster  j^',  so  ist 

5^)  -  M'  negativ,         ^,  -  N'  positiv, 
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ferner  wegen  des  positiven  ^'  (x) 

q>'  (x)  —  M'  t'  (x)  negativ,         fp'  (x)  —-  N*  ii>'  (o?)  positiv. 

Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
u  =z  (p{x)  —  9  (a)  —  M'  [^  (x)  —  ^  (a)] 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
t?  =  9  (a-)  —  9?  (a)  —  N'  [*  {x)  —  ^  (a)], 
und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,   dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

^>Q))  —'  (p(a)  —  M'[tlf(b)  —  ^(a)]  negativ, 
(p(b)  —  (p(a)  —  N'  lil^Q))  —  t  («)]  positiv. 

Da  ferner  il>' (x)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  ^(x) 
eine  wachsende  Function,  ^  (5)  —  ^(ö)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

^         y(6)-y(a)  , 

^  (5)  —  ^  (a) 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

(p(h)  —  y(a)    __    (p'(x) 

X  das  Intervall  a  bis  h  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech^ 
ter  Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Werth  M',  ein  ander  Mal  deO 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleine^ 
als  der  links  stehende  Qaotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  h  we^ 
nigstens  einen  Werth  x  =  ^  oder  x  =  a  -\-  d'(b  —  a),  für  welchei» 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  eintritt,  nämlich 

y(5)-  (p(a)  _  q>\a  +  ^[^  -  a])       ^  ^  o.  ^  , 

oder  für  h  —  a  =  Ä, 

y(a  +  /^)  —  y(fl)  __  y^(a  +  '^^)       o  <-- 1^  ^  i 
^        ^(a  +  Ä)  —  *(«)~  *'(«  +  -^Ä)'     "^'^^  ^• 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung.    Wenn  wie  früher 

8  =  ,  mithin  &  =  a  +  w  Ä 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  femer  tp  (x)  und  ^ (x)  von  x  =  a  bis  x-=ti 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hai 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 
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y(5)   ^    qp(q)  _ 

^        i^(ö)-i^(a) 


y (g -t-cf)  —  <y(a)-}-y(a+2(y)  --  9?(a+(r)  +-•  -+  (p{a+n^)  —  <y(a  +  n—  1 J) 

,|,(a-|-(f)  —  ,/;(a)-f  i/;(a-f2(r)  —  %f^(a+&)  -] 1-  V^(a  +  wcT)  —  \p{a  +n^cr)' 

wobei  sowohl  im  Zähler  als  im  Nennör  n  Summanden  stehen ,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Fl   +    F2   +    F3  H +    Vn 

zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 

Vi  n  Vs  Vn 

liegt,  falls  Wi,  W2,  .  .  .  Wn  sämmtlich  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfüllt,  wenn  il>(x)  eine- wachsende  Function  von 
X  bedeutet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Quotienten 

9(a  -f-  ^)  —  9^(^)  9(a  -f-  28)  —  (p(a  -\-  d)  , 

jl;(a  +  ö)  —  p(a)'        rp(a  +  2d)  —  ^(a  +  ö)'  "'  ®'  '^' 

d.  h.  Q  bildet  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  n  Werthen ,  welche 
der  Quotient 

(p(x  +  6)  —  (p(x) 

q)(x  -\-  d)  —  q;(x)    Ö^ 

il^(x  -\-  ö)  —  ilf(x)  'tl}(x  -\-  ö)  —  ^  (x) 

ö 

annimmt,    sobald    a;  die  n  Werthe  a,    a  -\-  ö,    a  +  25, 

ö  -f  (w  —  l)  ö  erhält.     Bei  unendlich  wachsenden  n  wird 

q}(x  +  g)  —  q)(x) 

d  (p'(x) 


j  Lim 


ii>{x  +  Ä)  —  n^ix)       t'(x) 


*)    Der  grösste  der  genannten  Quotienten  sei  M,  der  kleinste  N; 
man  hat^dann 

M  >  ^^>  N,     M>  ^^>  N,  .  .  .     M>^^>  N, 

nnd  durch  Multiplication  mit  den  positiven  Factoren  W^ ,  TFJj , . .     Wn 
MWi>  V^  >  NWi,        J»f  TTg  >  F2  >  JV  TTa  u.  8.  w. 
Indem  man  diese  Ungleichungen  addirt  und  nachher  mit  Wi  -f-  TFg 
•f. .  .  .  -|_  "pp"^    dividirt,  erhält  man 

^  Fl  +  TFa  H 1_  p^^  >  iv,  w.  z.  D.  w. 


48  Cap.  I.    §.  9.    Differentiation  der  Functionen 

und  es  ist  nun  Q  eine  Mittelgrösse   zwischen  den  unendlich  vielen 

Werthen,  welche    ,.)  (  annimmt,  sobald  x  das  Intervall  a  bis  &  ste- 

tig  durchläuft.     Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Werthe, 
etwa  der  für  x  =  ^  =  a-\-d'(h  —  a)  eintretende,  dem  Quotien- 

ten  Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich    ,,\  (  continuirlich  ändert  von 

x  =  a  bis  x  =  b,  üebrigens  kann  hierbei  ^'(a)oder  V^'(6)  verscliwin- 

den,  denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von    ..^  i    innerhalb    des 

W(x) 

Intervalles  a  bis  b  nicht  gestört. 

Den  für  ^  (x)  und  ^'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B. 
die  Function 

il;(x)  =  hP  ■—  (b  --  x)P,  p'(x)  z=pQ)  —  x)P-  \ 

bei  welcher  in  der  That 

*'  (^)        p(h  —  x)P-^ 
continuirlich  bleibt,  so  lange  x  die  Stelle  x  =  h  nicht  überschreitet, 
und  <p'(x)  continuirlich  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6) 

8)       <p(&)  -  y(«)  =  _p(/_~^^^_t  y'(«  +  »p»  -  ä]). 

Für  den  speciellen  Werth  p  =  l  geht  diese  Gleichung  in  die 
früher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.9. 
Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen« 

I.     Wenn  /g  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen 
X  und  y  betrachtet  und 

1)  e=fi?iyy) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterschei- 
den; es  kann  nämlich  entweder  x  allein  geändert  werden,  während  y 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y  bei  constanten  x  sich  ändern,  oder 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen  er-  ' 
leiden.  Begreiflicherweise  ändert  sich  is  in  jedem  Falle,  da  aber  diese 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterschei- 
dung derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Acnde»  * 
rung  von  e  nach  a?,  die  zweite  die  partielle  Acnderung  nach  ?/,  und 


mehrerer  Variabelen. 
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die  letsste  die  totale  Aenderung  des  z  (nach  a;  und  y).     Diese  drei 

Aenderungen  kann  man 
^^*  1^'  sich  leicht  veranschauli- 

chen, wenn  man  die  Glei- 
chung 1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogenen 
Fläche  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  OM 
=  x,  MN=y,NP=JS 
ist.  Lässt  man  hier  x 
allein  um  jdx  ==■  MMi 
wachsen,  so  rückt  N  nach 
^1,  P  be^Megt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
PNNi  und  erhält  die  neue 
Lage  Pi ;  der  Aenderung 
jd  X  entspricht  daher  die 
partielle  Aenderung 

^iPc-,)  =  Pi  Qi  =f(x  +  ^aj,  y)  —fix,  y). 
Wenn  zweitens  y  allein  um  dy  =  NN2  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  Ebene  yjs  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  P2»  und  es  ist 
die  zugehörige  partielle  Aenderung 

z/^(y)  =  P2Q2  =/(«;,  y  +'^y)  —/(«?,  y)- 

Im  Fall  endlich  x  um  dx,  und  gleichzeitig  y  um  dy  zunimmt, 
gelangt  N  nach  ^3,  P  nach  P3  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 

^^(*.  y)  =  -Pa  Ö3  =f(p  +  z/a?,  y  +  dy)  —  f(x,  y). 
Was  nun  die  partiellen  Aenderungen  betrifft,  so  sind  dieselben 
sehr  leicht  zu  behandeln.     Der  Differenzenquotient 

^^(x)  _  /(a;  +  dx,  y)  —fjx.y) 
dx  dx 

ist  nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Constante,  und  es  be- 
darf daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  /Ix  nur 
eineB  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Yariabele  angesehen  wurde. 
Für  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den  partiell  nach  x  ge- 
nommenen Differentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 

dx    •  \dx)  '  dx  ' 

▼on  denen   das  letzte  am  bequemsten  ist;    den  Grenzwerth  rechter 

BehlOmilcli,  Analysit.  4 
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Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x  derivirte  Function,  bezeichnet  man  m 

oder 

2)  da:Z=fi(x,y).dx. 

Dem  entsprechend  ist  filr  das  zweite  partielle  DifPerential 

3)  dyZ=f'y{x,y).dy. 

So  erhält  man  z.  B.  aus 

y 
z  =  arctan  -^- 

nach  den  gewöhnlichen  Begeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 

^'^  =  -  ^TTJ^^'' '  ■    »'^  =  +  ^Ti;5^^- 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft;,  die  man  schlechth 
mit  z^;er  zu  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgend 
Form  darstellen 

^x 
,  /(x,y  +  ^y)  —f(x,y)   . 

und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkomme 
den  Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  ^x  und  ^y  n 
hem.  Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  eben 
gebildet  ist,  als  wenn  y  -\-  ^y  constant  und  nur  x  um  ^x  geändc 
wäre,  so  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  füra  =  a,^»  =  z/a: 
f{x-{'^x,y-\'4:ly)=f{x,y  +  ^y)  +  ^JtfL{x  +  ^Jx,y  +  ^- 
mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 

5)  Jz  =^fi(x  +  d'^x,  y  +  Jy)  .  ^x 

,  f(x,y  +  ^y)  —  f(x,y)  ^^, 

Bei  verschwindenden  ^x  und  ^y  wird  nun 

Idmfiix  +  d'Jx,  y  +  ^y)  =fU^i  y\ 

j.^my  +  ^y)^-fi^.y)  ^f,^,^  ^^^ 

mithin  aus  der  vorigen  Gleichung 

6)  dz  =fi(x,y)  .  dx  +  fi(x,y)  .  dy 


mehrerer  Variäbelen. 
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er 


dy. 


_  • 

Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge, 
ich  geschrieben  werden 

)  de  =  dx^  -\-  dyis, 

ind  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Func- 
ion  gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


dg 


Betrachtung.    Denkt  man  sich 

in  der  Gleichung  e  =  f(x,  y) 

vorerst  y  als  constant,  so  hat 

man  die  Gleichung  der  Curve 

PPi,  in  welcher  die   Fläche 

von   der  Ebene  PNNi  \\  xz 

de 
geschnitten  wird,  daher  ist  •^— 

ox 

die  Tangente  des  Winkels 
QxPTi  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P  an  die  Curve  PPi  ge- 
legte berührende  Gerade  mit 
der  0?- Achse  einschliesst.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 


188  —  die  trigonometrische   Tangente  des  Winkels   Q^FT-z  dar- 

iellt,  ii^elchen  die  Tangente  am  Schnitte  PP2  mit  der  y -Achse  bil- 
et    Es  gelten  daher  die  Gleichungen 


«'^»  =  1^^«'' 


Q^T,  =  ^PQ,. 


Durch  die  Tangenten  PTi  und  FT2  kann  man  eine  Ebene  le- 
[en,  welche  von  P3  Q^  in  einem  Punkte  T3  geschnitten  wird;  das 
Tiereck  P  Ti  Tz  T2  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  nÄn  noch 
fjü'llPQi  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  T^  ü  Tz 
ad  PCi  ^1»  mithin  TzU=  TiQ^.     Dies  giebt 

QzTz=:^TzU+  UQs  =2  QiTi  +  Q2  T,. 

• 

Je  kleiner  nun  P  Q^  und  P  Q2  genommen  werden,  um  so  näher 
»Wd;  P,  an  Ti ,  P2  an  T2 ,  Pa  an  T3 ,  um  so  genauer  gelten  daher 
tteh  die  Beziehungen 

4* 
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dietfe  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  convergirendes  PQi  mit  dx^  ebenso  P  Q2  mit  ei y  be- 
zeichnet werden  muss  und  QiPit  QiPi,  Q3JP3  die  entsprechenden 
Zunahmen  d^^t  dyZ^dz  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  näher  die 
Punkte  Pi ,  P2»  -P3  dem  Punkte  P  liegen,  um  so  eher  ist  es  erlaubt^ 
Pi  und  P2  als  Punkte  der  Tangenten  PTi,  PTi,  und  P3  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  Ti  P  T^  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Cap.  III.  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berühri 

IL     Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.     Aus 

u  —  F(x,y,e) 

erhält  man  für  die  totale  Differenz 

^u  =  F(x  +  ^x,  y  +  ^y,  s  4-  dz)  —  F{x,  y,  z), 
wofür  geschrieben  werden  kann 

^^^_Fix-{-Jx,y  +  dy,z+Jz)  —  F(x,y  +  dy,z  +  Jz)  ^  ^ 

Ax 
F(x,y  +  ^y,z  +  Jz)  —  F(x,y,z  +  ^^)  ^^. 

Jy 

F(x,  y,z  +  Jz)  --  f\x,  y,z)  ^  ^ 

-f-  -z zr  z. 

/I  z 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn  ^ 
und  Kl  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

z/w  =  Fx{x  -f  '9'z/ir,  y  +  ^Vi  ^  +  ^^)  •  ^^ 
+  F'y(x,  y  +  tl^y^  z  +  Jz)  .  Jy 
_,    F  {x,  y,  z  -\-  ^z)  —  F(x,  y,  z)   . 
'^  Jz 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)  du  =  Fi(x,y,z)  .  dx  +  Fl(x,y,z)  .  dy  +  Fz{x,y,z)  .  dz 
oder 

10)  du  =  ^dx   ^  ^dy   ^  ^d,  ^^ 

=  dxU  -{-  dyU  +  dgU. 
Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Variabele  aus- 
zudehnen und  führen  zu  dem   allgemeinen  Theoreme:    Das  total 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ii 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  Function* 
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§.  10. 
Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

L     Besteht  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

bringen  kann,  so  sind  nicht  beide  Variabele  willkührlich ;  denn  durch 
A-uflösung  der  Gleichung  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 
Form 

yz=:z-q^{x) 

erhalten,  wo  nun  y  von  x  abhängig  ist.  Lässt  sich  diese  Reduo- 
tion  ausfahren,  so  kann  auch 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden ;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  y  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
tiod  die  zugehörigen  y  bestehen  soll, 

Die  Differenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  ^  x^ 
liefert  weiter 

f(x  4-  dx,  y  -{-  Jy)  ^  fix,  y)  _  ^^ 

Jx 

Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
man,  die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 
i{x+dx,y  +  dy)-'f(x,y-irJy)  .  f(x,y  +  ^y)—f(x,y)  ^V  ^'^ 
,  dx  dy  ^x 

und  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben -Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 

Mm  Grenzübergange 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Parapraphen  z  =  (i  setzt  und  die  entstehende 
Bkichung  durch  dx  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  Unter- 
nchongen  des  §.  9  vollkommen  gleichgültig,  ob  man  x^  y,  0  etc.  als 
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willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet.    Aus  Nrc 
folgt  nun 

dx  fi(x,  y) 

oder,  wie  man  häufig  kürzer  schreibt, 

6)  £»  =  _  1±. . 


dy 

Die  hiermit  för -=^  =  ^'{x)  gewonnene   Formel  enthält   t 

noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben ,  dessen  W< 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth 
kommt ;  dann  wird  nämlich  die  Gleichung  f{x ,  y)  =  0  zu  einer 
merischen  Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  ^,  und  jede  so 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

fix,  y)  =  y^x^  —  2i/*i»2  -f  3y  —  6a?  =  0, 

die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 

8/0g>y)^3    5a.a-4y^a?-  6 
ox 


^H^iyl  =  5y4aj8  _  8y«ic2  ^3 


und  mithin  ist 


^  =  a)'fo)  =  —  ^y^a^^  —  4y<fl?—  6 
dx        ^^^  5y*a?»  — .  8y8a.3_|_3  ' 

Für  05  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in 
numerische  Gleichung  üter: 

y»  —  2y*  4-  3y  —  6  =  0, 
deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =  2  ist;   dem  Werthe  x  =  1 
spricht  also  9  (1)  =  2  und 

.... 3  .  2»  ^  4  .  24  -  6  _  26 

^y^^—     5 .  2*  —  8 . 2»  +  3 19"  • 

Ebenso  würde  man  fSr  jeden  anderen  numerischen  Werth 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  q>{x)  und  (p\x)  aufsuchen  kön 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4y8  —  3y  -|-  sinx  =  0. 
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Hier  ist 

öx  oy 

mithin 

dy   C08X 

dx    ~  3(1  —42^2)* 
Der  vorliegende  Fall   gestattet  eine   Probe.     Die   Wurzel  der 
obigen   Gleichung  ist  nämlich  y  •=  sin\x^  wie    man  mittelst   der 
gonioQietrischen  Formel: 

^sin^A  —  3smJ.  +  sin^A  =  0 
leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

cosx  d(8in\x) 

3(1  —  4.sin'^\x)  ~       Jx 
sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

cos^A  =  cosA  (1  —  ^sin^A) 
^  A  =  \  X  anwendet  und    andererseits  sin  \x    auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 

II.  Bei  Functionen  von  dreli  und  mehr  Yariabelen  gestaltet  sich  die 
iache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Yariabelen  a;, 
',  £r  die  Bedingungsgleichung 

)  Fix  ,y,z)z=  0     oder  kürzer  F  =  0, 

>  würde  durch  Reduction  auf  z  ein  Resultat  von  der  Form 
)  0  =  ^{x,y) 

im  Vorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

irtiellen  Differentialquotienten  ■^—  und  tt—    direct    zu     entwickeln, 

ox  oy 

bne  jene  Reduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 

aassen  verfahren.     Nach  Nro.  9)   des  vorigen  Paragraphen  ist  für 

=  0 

0  =  Fi  .  dx  +  Fi  .  dy  +  Fi  .  de 

ler 

ail  femer  »  von  x  und  y  abhängt,  so  hat  man  auch  nach  Nro.  7) 
§.9 

ithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
\t  dx  dividirt  wird,   . 

.'/..'  "  6    ■         ■  L 


r 


^'.  r 
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(2  2; 


Da  X  und  ^  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  dy 

nicht  von  e^o;  ab,  folglich  ist  -^  ein  Quotient,    dessen   Zähler  und 

dx 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 

sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 

der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  =^  q^dx  zu  setzen,  wo  q  irgend 

eine  willkührliche  Grösse  bezeichnet.     Unter   diesen  Umständen  ist 

die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jeder 

Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

dF  dF 

.  d£  _^     8a?  d0  dy 

^  dx  ~         dF  '  dy  ~  ^    dF' 

de  dz 

■Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  yiel  kürzer  durch  fol-- 

dz  .         - 

gende  Ueberlegung.     Wenn  -^  gesucht  wird,  sagQt^  als  Constant^ 

0  X 

und  daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  JP  =  0  so  angi 

sehen  werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Yariabele  x  nn 

die  abhängige  Yariabele  e\  es  ist  folglich 

•  ■ 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  zwai^ 
Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  Ent»^ 

Wickelung  von  ^  keine  Bücksicht  auf  x  zu  nehmen  ist. 
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Mehrfache  Differentiationen. 

§.  11. 

Qrundbegriffe  und  Bezeiolmungen. 
Da  im  Allgemeinen  der  Differentialquotient  einer  Function 

wiederum  eine  Function  von  x  ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffe- 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Differentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen, 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.     So 

erli&lt  man  z.  6.  von  \xyx  als  ersten  Differentialquotienten: 

^  =  .t  =  V^ 

dx 
ab  zweiten:  ^ 

als  dritten : 

d  (|g?^g)  _        1    _8  _  1 

TZ —  —  i  ^     2  —  —  - — ry=  tu  8.  W. 

ax  A^xy  X 

Wie  man  sieht,  hat  eine  solche  successive  Entwickelung  der 
Differentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit, und  es  hedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  üher  die  rich- 
tige Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  derivirte  Func- 
tion yonf(x)  mitf'(x)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  fOr  die 
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weiteren  Differentialquotienten  oder  derivirten  Functionen  von/(a?) 
die  Symbole  /"  (x),  /'"  (x)  etc.  tu  benutzen ;  hiemach  ist 

überhaupt  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  positive  2iahl  bedeutet, 

ax  ^      \  /' 

wobei /^<^>  (a?)  für/(a?)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  y 
gebraucht;  man  setzt  dann 

^^  dx         ^  '  dx~^    '  dx   ~^     '^'•'^" 

mithin  ist 

das  symbolisch  ausgedrückte  Resultat  einer  n  maligen  Differentiation 
der  Gleichung  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  Differentii^uotienten  durch 
ein  vorgesetztes  D  z.  B. 

I>(x^)z=z^x\  Dsinx  =  cosx;    . 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden: 

Dy  ,  DI>y  »  BDDy  u.  s.  w. 
Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  D  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 

Dy,    D^y,    D^y  u.  s.  w., 
also  allgemein 

D»y  =  D*f(x). 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  hier  n  keinen  Po- 
tenzexponenten von  D,  sondern  nur  die  n  malige  Anwendung  der 
Operation  D  (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
substituirt.     So  ist  zuvörderst 


y"  = 


m 


dx 


doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.    Unter  der  Voraussetzung  näm- 
lich, dass  X  die  unabhängige  Variabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 
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die  Null  convergirenden ,  im  Uebrigen  aber  willkührlichen  Zuwachs 

des  X,  den  man  z.  B.  dadurch   bilden  kann,   dass  man  ^ x  =  — 

setzt  und  o  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchlaufen  läset. 
Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x  abhängig,  sondern  cpnstant  in 
Beziehung  auf  Xy  wie  es  sich  sonst  auch  ändern  möge.  Dagegen  ist 
dy  kein  willkührlicher  Zuwachs    des  ^,    sondern    von  x  abhängig 

[dy  =f'(x)  .  dx]j   mithin  besitzt  der  Bruch  -j—  einen   variabelen 

dx 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 

ist  nun 

u      = —  • 

dx  .  dx 
Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederholungsindex, 
im  Nenner  ist  dx  .  dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  (dxy  oder 
kürzer  dx^  zu  schreiben  pflegt;  'demnach  hat  man 

^  dx^ 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

„,  Kdx^J  dd^y  d^y 

<u"'  =:  -^—  = —  :=  — ^  U.  S.  W. 

dx  dx  .  dx^        dx^ 

Für  den  wten  Differentialquotienten  von  y  =zf(x)  gelten  also 
folgende  Bezeichnungen 


dx^ 

=  i^  =  D«/(^)^/(«)(a;). 

wovon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  demYorigen  gilt  der  nte  Differentialquotient  immer  als  das 
Besultat  von  n  nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
entsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 

^7  X 

man  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^^^(x)  mit  der 
orsprünglichen  Function  f(x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen vnt  f(x)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
sofort /("^(ö;)  herleiten  will,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
f(^)  if'\^)  >  •  •  •/^"""^^(a')  ztt  berechnen.      Da/'(aj)  der  Grenz- 
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werth  des  ersten  Dififerenzenqnotienten  ist,  so  lässt  sich  vermuthen» 
dass  f^^^(x)  der  Grenzwerth  des  nten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen^ wir  ^x  kurz  mit  h^  so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient von  f(x) 

df(x)  _  f(x  +  h)-f(x)_ 

*'  ~J^~  h 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x  um  h  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  ungeänderten  Bruch  abziehen  und  den  Rest  durch  ^Of 
=  h  dividiren ;  es  ist  also 

^£/M       /(g;  +  2h)  -^fjx  +  h)        fix  +  K}  -  f(x) 
Jx  h  h 


^x  h 

oder  kürzer 

^'V(a;)  ^  f(x  +  2h)^  2f(x  +  h)+  fix) 

^  JX^  •  Ä2 

Durch  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Differenzenquotienten 

J^fjx)  ^f(x+3h)--3fix  +  2h)  +  3f(x  +  h)-f(x) 
^  Jx^  A3 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  dass 
der  wte  Differenzenquotient  unter  folgender  Form  enthalten  ist 


7) 


^OJ" 


f(x  +  nh)'-Gif(x  +  n-'lh)  +  0^f(x-[~n—2h) ±f(x) 

worin  Ci,  Cg,  Ca  ^^^'  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten.  Diese 
hängen  zwar  von  n,  nicht  aber  von  der  speciellen  Katur  der  Func- 
tion/(a?)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  f(x)  so 
wählt,  dass  der  nte  Differenzenquotient  Yonf(x)  unmittelbar,  d.  h. 
ohne  Anwendung  Her  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die  pas- 
sendste Wahl  dieser  Ai-t  ist/(a;)  =  a*;  man  hat  dann 
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^o*            a* —  1 
•  =  a^ 


^=-(^) 


d^  _  -  *  A*  --  ly 

^x""         ^    \      h      / 


mithin  aus  Formel  7)  nachdem  man  ^x^  gegen  Ä*,  und  beiderseits 
a*  gestrichen  hat, 
(ah  —  1)11  ==a^h  ^  (\  a^«  -  D»  +  Q  a^»  -  3>* ±1. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Coefficienten  Ci,  Gz»  ^3  etc. 
mit  den  Binomialcoefficieuten  (w)i,  (w)2i  (n)s  etc.  identisch  sind;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 

*  J-f(x) 


_  f(x  4-  nh) ■—  (n)i  fjx  +  n—  lh)  +  {n)^ /(x  +  n  —  2h) 

um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
8)  verzeichneten  Ausdrücke  nahem,  falls  ^x  =  h  gegen  die  Null 
convergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

f(x  +  h)-  fix)  _ 
1 =  9(a') 

und  erhalten 

^^  /(«)         (p(x  +  h)  —  (p  (x) 


=  <P'(^)  +  Qf 


Jx'^  h 

wo  Q  gleichzeitig  mit  h  die  Null  zur  Grenze  hat.     Aus  der  vorher- 
gehenden Gleichung  ergiebt  sich 

mithin  ist  nun 

^V(^)  ^  f(p  +  h)  ^f{x)  ^  Jfjx) 

^x'^     ~  h  "^  ^  Jx      '^  ^ 

and  durch  Uebergang  zur  Grenze 

Jx^  dx         ^    V  ^ 

Setzen  wir  ferner 

fix  +  2h) -2  f(x  +  h)+  f(x)  . 
ä5 =  ^(x), 
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•o  haben  vir 

^^i- 1 =  *  (r)  +  p 

fix  +  2A)  —  a^x  +  A)  A-fix) 


*« 
^»/'(x) 


+  P 


^x* 


+  p; 


durch  Uebergang  zur  Grenze  wird  bieniiu,  wenn  man  von  der  Glei- 
chnng  9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  dass  man  f  für  f  schreibt, 

.0,  x<.^i  =  4^=/"(* 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  xu  aborsehen 
und  fuhrt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  ü«:£^=/w(xx 

womit  die  aufgestellte  Yermuthung  ihre  Bestätigung  findet. 

Auch  in  diesen  successiren  Differentiationen  kann,  wenigstens 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B.  /(x)  als  die  dber  der  Abscisse  x  stdiende  Fläche  einer 
dienen  Curre,  so  ist  /'(x)  die  zur  Absdsse  x  gehörende  Ordinate, 
und  /^(x)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels.  Hiemach  lisst  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  für 
eine  Parabd,  deren  Parameter  =  1  ist 


§.12- 
DUferentimlquotienten  der  ^nftu^hrten  Fonotioneii. 

L    Doreh  fintgesetste  Anwendung  der  für  die  Potenz  geltoi» 
Piftniilistiriiiiiinflnl  findet  man  sehr  leicht 

D»(«.")  =  f»ö»-  l)x— «, 

2)»(«^  =  fi  (^  —  1)  (f*  —  2)  x."-», 
gbarimqpt,  wenn  m  eme  ganze  positiTe  Zahl  beseidmet, 
D"*(«^  =  f(  Ö»—  1)  Ol  — 2)  .  .  .  0»  — [«_!])  «/»-». 
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Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation    der  allgemeineren 
Potenz  (a  -^  hx)f*  ausgeführt  werden;  das  Resultat  lautet 
2)         D«(aH-5a?)^=fiÖi— 1)0*— 2)...0i— [w— l])5«(af5a;)^-'». 

Ist  fi  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fite  Differentialquo- 
tient constant,  mithin  haben  alle  folgenden  Differentialquotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  NulL 

Für  fi  ==  —  1  und  für  fi  =  —  l  ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
häufig  vorkommenden  specielleren  Formeln 

3^  7)1.        1         _  (— 1)**  1  >  2  .3  .  ..n.M 

^  a  +  hx~  (a  +  l>a;)»  +  i 

A^  Ti«  1  (— l)«1.3.5...(2n  — 1)5» 

4J  JJ^     j 1.  =  -^ ji  = —  • 

V  a  -f  hx  2»  (a  +  hx)''  Va-\-hx 

IL  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

717                    ^ 
JD  logx  =  , 

X 

mithin  durch  beiderseitige  (n  —  1)  malige  Differentiation 

D*»  logx  =  MD""-^  — . 

X 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienien  lässt  sich 
aus  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a  =  0  ,  5  =  1  und  n  —  1  f ür  la 
setzt;  man  erhält 

5)  D^'logx  =  M- ' ^^ " 

X 

Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 

6)  D»  log  (o  +  hx)  =  M  ^ ^ -. — ,    ,    v, ^—  • 

in.  Sehr  ein&ch  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Ezponentialgrösse ;  es  ist  nämlich 

Da'  =  a*  la  ,  D^a'  =  a'  (lay  ,  B^  a'  =  a*  (ia)»,... 

daher  allgemein 

7)  D""  a*  =  a^  Qay. 

Für  a  =  e^,  woraus  la  =  ß  folgt,  hat  man 

_  8)  D»  e/**  =  /?»  e^'. 

lY.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
verständliche  Gleichungen 
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D  sinx  =  4"  C08X  =  sin  (5  «  +  ^)i 
D'^sinx  =  —  sinx  =  sin  (5  3if  +  ^)» 
2)3  sin  flj  =  —  cös  oj  =  sin  (I  ar  4"  ^)» 
D^sinx  =  4"  s«^^  =  5*^  (3  ^  +  ^)»  * 

u.  s.  w.  •  , 

die  allgemeiiie  Formel  laatet  demgemäss 

9)  D"  sinx  =  sin  ( —  ä  +  rc  J • 

Y.  Für  den  Cosinus  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung^  aus  der 
man  finde.t 

10)  D^  cosx  =  cos  (--•  yt  -\-  xh 

Weit  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  DifiTerentialquotien- 
ten  von  secx,  tanx,  cscx,  cotx^  aresin  x  und 'arc^onrc;  bevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe» 
rentialquotienten  zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 

§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 

Functionen. 

I.  Sind  u  und  v  Functionen  der  unabhängigen  Variabelen  a^ 
femer  a  und  h  constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

]){au  -\-  hv)  =  a  Du  -\-  h  Dv, 
hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  diflPerenzirt  wird, 
D^au  -\-  hv)  =  a  JD'^u  -f  h  B^v, 
D*(au  +  hv)  =  a  D^u  +  hD^v, 
und  allgemein 
1)  B'^iau  +  hv)  =  a  D'^u  -\-  h  D*»«;. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck sehr    leicht 

1  —  a;2 

zu  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

1    _il_J_  +  ^i 


l  —  x^        Ul  —  X  ^  1  +  x\ 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphei  erhält 
man  nämlich 


zusammengesetzter  Functionen.  65- 

IL     pie  Regel  für  die  DiflPerentiation  eines  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  mehrmals  nach  einander  angewendet^ 
folgende  Gleichungen 
D  (uv)  =  u  .  Dv  4-  ^^  •  ^ 
2)2 (uv)  =  u  .  B'^v  4-  2  Dw  .  Dt;  +  BHi ,  v 
D^(uv)  =  u  .  D^v  +  SDu  ,  BH  -f  3D%  .  Dt;  +  D%  .  <;. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  nte  DiflFerentialquotient  folgende 
Gestalt  besitzen  muss 
2)D»(wt;)  =  uloW.D«t;4-^iDt*.D*»-it;  +  ^2D2w.D»-2t;  +  ... 

4-il„_iD»-it*  .  Dv  4-  AnB'^u  .  V, 

worin  Äqj  Äi,  J.2 ,  •  •  .  ^n  gewisse  noch  unbekannte  Zahlencoef&- 
cienten  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  u  und  v, 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
von  n  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speciellen  Falle 
80,  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  Wege  ausführbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingungs- 
gleichung  für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
stimmung von  Äq,  Äi,  .  .  »  An'     Wir  setzen  nämlich 

w  =  ei**,    v=  e^  mithin  uv  =  e(i  +  ^)*, 
woraus  für  ganze  positive  p,  q  und  n  folgt 

DPtt  =  /JPe/»«,    B9v  =  e'',     B'^iuv)  =  (l  +  ß)''e^^  + P^"^; 

indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 

den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  e^" e^  =  e^^"^^^"  weg- 
lassen, gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(1  +  ^)- 

=  Ao  +  Aiß  +  Aißi  +  '-'-  +  4,_i/8"->  +  ^/J-. 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  Coefficienten  Äq,  Äiy  A^ 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind; 
demzufolge  gilt  für  die  n- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va* 
riabelen  Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)      D*»(t*t;)  =  (n)oW  .  D»t;  4-  (w)i  Bu  .  D«-*!; 

4-  (w).2  D2f*  .  D»  -  2 1;  4- 

IMan  kann  dafür  auch  schreiben 
4)  Z)«(t*f;)=  (n)o  w^*>t;<«>  4»  (n)i  w'«;<»  -  i>  4-  (n)^  t*"«;^»-»)  ^ ^ 

wobei  u^^^  für  u  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
binomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  symbolisch  schreiben, 

D»(w«;)  =  (w  +  t;)('*>, 

nur  muss  man  sich  in  diesem  Falle  erinnern,   dass  nach  geschehener 

ScblOmileh,  Analysii.  5 
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binomischer  Entwickdung  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzeiponent 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist 

Beispiel  weis  sei  t«  =  Xoj,  v  =  — ;  die  Formel  3)  giebt  dann 

X 

nach  gehöriger  Reduction 

''■(^)='-''V.;V-[--(4-^4-+-+7)} 

§.  14. 

I 

Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln. 

I.     Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  v,  so  ist  identisch 

1)  cosx  .  t?  =  1, 

mithin   durch   n- malige  Differentiation,  wobei   die  Formel  4)  för 
u  =  cosx  in  Anspruch  genommen  wird, 

(n)^cosx  .  t?<*>  —  {n)^cosx  .  t?^"~~*>  +  {n\cosx  .  t7<"  — *> 

—  (n)isma?.t'^"~  ^  +  (n)8Stna?.t;^*~*> —  {n)^sinx  .  t7<»  — *>  +  ••• 

=  0; 

hieraus  folgt,  indem  man  v^^  als  Unbekannte  ansieht, 

2)  t;<">=[(*Xt^^*-^  —  (11)3  «<•-»>  +  (»i)5t?<«-»> ^tanx 

+  (n),i^C-«-(ii)4i;(--*)  +  (n)5t^C-«) 

Da  man  v<^>  ==  $ecx  und  t7'=:  scex  .  tono;  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4  etc.  genommen  wird« 
zur  successiven  Berechnung  von  v'\  v'"  etc.  Doch  würde  es  nicht 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgeseti  von  «<*> 
zu  entdecken. 

IL  Dasselbe^Yer^BJiren  passt  auf  die  Tangente.  Aus  v  =  ianx 
folgt  nämlich 

3)  cos«  *  V  =  smx 
und  nach  der  obigen  Methode 

Die  Cosecante  und  die  Cotangeutt^  li^^iwn  ähnliche  Formeln»  de- 
ren Entwickelung  dem  Leeer  überlasatui  bloiben  möge, 

IIL     Setzt  man 
5)  I7=arc$jii«^ 


allgemeinen  Formeln.  67 

80  wird 


I7'=r7= ■.         U"  = 


X 


Vi  —  ««*  V  (1  —  »«)» ' 

statt  der  letzten  Gleichung  kann  man  schreiben 

Vi  —  «« 

oder 

(1  —  «2)  IT"  —  a?  ü^  =  0. 
Durch  n-malige  DifiPerentiation  dieser  Gleichung  ergieht  sich 
(»)o(l  —  ic«)  I7(«  +  2)  —  (n)i  2a?  Cr^«  +  i>  —  (n)2  2  .  1  m»>  >  _ 

—  (»)oa?  m«  +  «  —  (nX  .  1  ü-^«)       )  ~    • 
oder,  wenn  lA*  +  «^  als  Unhekannte  angesehen  wird, 
6)  ^.,x..,^(2n  +  l)«^^-"^^>  +  n«t7Cn) 

^  1  —  ir2 

Von  IT'  und  CT"  ausgehend,  erhält  man  jetzt  CT'",  17^  etc., 
indem  man  der  Reihe  nach  n  =  1,  2,  3  etc.  setzt. 

Uebrigens  kann  man  irgend  einen  höheren  Differentialquotienten 
?on  TJ  -=•  aresin  x  auch  direct  vollständig  entwickeln,  nur  ist  dann 
die  Formel  weniger  einfach.     Man  hat  nämlich 

^         .  1  1  1 

D  arcstnx  =  , .  =  , .  .  —7==; 

Vi  —  ir2       Vi  +  a?    V  1  —  a- 

ffier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  n-mal  differenzirt  wird,  rechter 
Hand  zuerst  die  Formel  4)  in  §.  13  anwenden  und  nachher  jeder 
Differentialquotient  von  ttoder  v  nach  Formel  4)  in  §.12  entwickeln. 
Nach  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Reductionen  gelangt  man 
in  folgender  Formel 

7)  D»  +  1  arcsinx 

_1.3.5...(2w— 1)(         l(n)i  1— a?  1.3(n)2        {'^"'^Y       • 

""2"(1— a?)«VT^  I        2w— 1 1+a?^  (2n—l)(2n— 3)\l+a;/ 


1.3.5(n)8  /l~a?Y  ; 

(2n— l)(2n— 3)(2n— 5)\l+a;/  "^       ( 


IV.    Setzen  wir 
8)  F=  arctanXf 

wo  ist 

r  =  j-^  oder  (1  +  xrr= i,- 

durch  n-malige  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 

5* 
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(»)o (1  +  x^)  F(«  +  i>  +  (»)i  2a?  7C«>  +  (n)2  2  .  1  F^*  -  «  =  0, 
oder 

9)  V^n  +  !)__.  2na?7(n)+n(n^l)FC»-^> 

^  1  +  ir2 

Tür  n  =  1 ,  2,3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Dif- 
ferentialqnotienten   F",  F'"  u.  s.  w. 

Anch  hier  kann  F^"^  =  2)«  ardan  x  noch  auf  andere  Weise 
direct  entwickelt  werden.     Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

X  =  tan  F,      - — ; — -  =  cos^  V 

1  4-  ^ 

folgt,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  DV=co8^V 
darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist 

D^V  =2cosV .  DcosV=  —2cosVsinV.  DV 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
D^V=  —  2cos^VsinV=  —  cos^Vsin2V. 
Eine  fernere  Differentiation  giebt 

D^V  =  —  2(cos^Vcos2V  —  cosV  sinV  sin2y)  DV 
=  —  2cas*V(cosVcos2V  --  8inVsin2V) 
=1  '^  2cos^VcosBV; 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

2)*F=  +  2  .  3(cos«Fsfn3F+  cos^VsinV cosSV) DV 
=  +  2  .  Bco$^V(co$VsinBV  +  sinVcosBV) 
I  =  +  2  .  3cos*Fsm4F, 

*  D^V=  +  2.3.  4t(cos^Vcos4tV'-'  ca$^VsinVsitUV)DV 
=  +  2.3.  4tca$^V(cosVco$4tV  —  sinVsin4tV) 
=  +  2.3.  4tca$^Vcos6  F. 

Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  I>«*F=(— 1)M. 2.3... (2*— l)cos"Fstn2JfcF, 

12)  D«*  +  iF=(— 1)*  1.2.3 (2 Jfc)cos«* +1F cos (2 Jfc+1) F. 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einsige  lusammenziehen,  und 

man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  von 
D**  F  die  Falle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  h  unterscheiden 
zu  müssen.     Setzt  man  n&mlich 

17=  arctan  — , 

X 
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80  ist  F=  J»  —  W,  mithin 

sin2JzV  =  sinQcTC  —  2kW)  =  (—  1)*  +  ism2Ä;Tr, 

w»(2Ä;+ 1)  F  =cosr?^i^»— (2Ä;+1)  Tf)==(— l)*sm 

and  die  Formeln  11)  und  12)  werden  jetzt 

2>'*F=  —1.2...  (2Ä;— l)sm2*TFsfn2Ä;TF, 

D2*  +  iF=  +  1.2 (2Ä;)s/n"  +  iTFsin(2Ä;  +  l)TF, 

i  L  überhaupt 

1>"F=  (—  l)»-il  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  l)s*n«TF5inwTF. 
Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  F  und  TF  wieder  ein,  indem 
man  berücksichtigt,  dass 

sin W  =^  cosV  =^ 


Vi  +  x^ 
ist,  so  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

mnn     ^            (—!)•-  1 1  .  2  ...  (n  —  1)    .    /       ^       1  \ 
13)  D'^arckmx=' ,  ^ ^  stn  ( n  ardan  —  )• 

V  (1  +  x^y  \  ^/ 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Differentialquo- 
tienten  zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  lö. 

Sacoessiye  Differentiation. der  Funotionen  mehrerer 

Variabelen. 

Die  wiederholte  DifiPerentiation  einer  Function  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Yariabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
Variabelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
({.  9)  in  zwei  Theile. 

L    Wird  eine  Function 

1)  e=f(x,y) 

nerst  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  Differential- 
faotient  partiell  nach  y  dififerenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 
tialquotient 

dx    dx 

dy  dy        ^ 
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welchen  man  kürzer  mit 

dydx  dydx 

oder  auch  mit 

ByD:,z  =  DyDrf(x,y) 

bezeichnet;  durch  die  Stellung  von  dy  und  dx  oder  von  Dy  und  D, 
giebt  man  gleichzeitig  die  Beihenfolge  der  Differentationen  zu  er- 
kennen, wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent- 
sprechend  bedeutet 

dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y,  und  das 
erhaltene  Kesultat  partiell  nach  x  differenzirt  worden  ist. 

Bei  der  Ausrechnung  beliebig  gewählter  Specialfalle  bemerkt 
man,  dass  ByDxZ  =■  DxDp  z  ist;  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob 
diese  Gleichung  allgemein  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  gilt* 
Hierüber  lässt  sich  auf  folgende  Weise  entscheiden,  wobei  zur  Ab- 
kürzung sein  möge     > 


2) 


dydx         ^  ^  "'^'  dxdy 

Wir  betrachten  zuerst  den  Ausdruck 

f(x  +  Jx,y)  —  f(x,y) 

als  Function  von  y  allein  und  bilden  die  Differenz  desselben,  indexXi 
wir  y  +  ^y  AH  die  Stelle  von  y  treten  lassen  und  den  geändertexi 
Ausdruck  um  den  ungeänderten  Ausdruck  vermindern.      Auf  die  ao 
entstehende  Differenz 

f(x  +  ^x,y  +  ^y)  -^fix.y^Jy)  -  \f{^-\-^x,y)  —  f{x,y)] 

I 

ist  nun  die  Formel  2)  in  §.  8  anwendbar,   Velcher  wir  für  diesen   - 
Zweck  die  folgende  Gestalt  geben 

F(^  +  ^y)  —  F(y)  =  ^y  .  F\y  +  7t/ly\  0<x<l; 

wir  erhalten  hier,  wo  Fijy)  =f(x  +  ^x,y)  —  f{x,y)  mithin 

wr  N        dfix  +  dx,y\        df(x,y)         ,  ,      ,      ^        ■ 

-F'Cy)  =   ^^    gy     '^^  -  -"^  =  n=^  +  ^*,y)  -  n>{x,y) 

ZU  setzen  ist, 

f{x  4-  ^x,y  +  ^y)  —f(x,y  +  Jy)  —f{x  +  z^a?,2/)  +  f{x,y) 
=  ^y[tlf(x  -f-  ^x,y  +  Tidy)  —  ^(a:,y  +  ^^y)]. 
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Der  anf  der  rechten  Seite  in  Klammern  stehende  Ausdruck  ist  ganz 
ebenso  gebildet  wie  die  Dififfenz  ^(a?  +  ^^,^)  —  i^i^fi),  wenn 
man  sich  b  als  constant  und  zwar  =  y  +  ^^y  denkt.  Durch  An- 
wendung des  schon  vorhin  benutzten  Satzes  oder 

folgt  nun  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 

dxdy 
=  ^'(o;  +  kJx.y  +  x^i/y). 

Betrachtet  man  zweitens  den  Ausdruck 

/(a?,y  +  ^y)  —  f{x,y) 

als  Function  von  x  und  bildet  die  Differenz  desselben  in  Beziehung 
auf  a;,  so  entsteht 

f{x+^x,y  +  Jy)  ^f(x  +  Jx,y)  -  [/(x^y  +  Jy)  -/(rr,y)]; 
hier  lässt  sich  der  Satz 

F{x  +  Jx)  —  F(x)  =  Jx.Fix  +  ^^a?),  0</[i<l, 

anwenden  wenn  man  F{x)  =i  f{x^y  -\-  ^y)  —  f(x,y)  mithin 

setzt;  dies  giebt 

/(a;  -f  Jx,y  +  ^y)  — /(a?  +  ^a;,y)  —  /(a?,y  +  Jy)  +  f(x,y) 
=  Jx[(p(x  +  ^^x,y  +  ^y)  —  (p(x  +  (i^x,y)l 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  ebenso  gebildet  wie  die  Differenz 
9(<*>y  +  ^y)  —  9^(^jy)  wenn  man  sich  a  constant  =  x  +  fi-^a? 
gesetzt  denkt;  wegen 

9)(a,y  -f-  Jy)  —  (p(a,y)  =  ^y.(p'(a,y  +  vJy),  0<i;<l, 

folgt  nun 

4)    /(a?  +  ^x,yJy)  -~  /(a?  +  ^a;,y)  ~  /(a;,y  +  Jy)  +  /(a:,y) 

z/oj^y 
=  9)'(a;  +  ii^dx.y  +  i/.^y). 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  sind  identisch,  mithin 
ist  auch 

^'(a?  +  Xdx^y  +  ^^y)  =  q>' {x  +  ii^x.y  +  v/ly). 

Lässt  man  die  bisher  wiUkührlichen  Zunahmen  ^dx  und  ^y  gegen 
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die  Null  conyergiren,  so  erhalt  man 

t'(ic,y)  =  fp'{x,y) 

d.  b.  vermöge  der  Bedeutungen  von  i>\Xyy)  und  ^' (x^y) 


5) 


dxdy  dydx 


Damit  ist  der  fragliche  Satz  bewiesen  jedoch  nur  unter  bestimmten 
Voraussetzungen.     Die  mehrfach  benutzte  Formel 

F(u  +  Ä)  —  F(u)  =  hF(u  +  ^h),  0<'^<1       ' 

gilt  nämlich  nur  dann,  wenn  F(u)  überhaupt  einen  Differential- 
quotienten F'(u)  besitzt  und  wenn  F(u)  und  P(u)  endlich  und 
stetig  bleiben,  während  u  bis  auf  u  -\-  h  anwächst.  Im  vorliegenden 
Falle  folgt  hieraus,  dass  x  und  y  keine  solchen  Werthe  erhalten 
dürfen,  für  welche  die  eine  oder  andere  der  Functionen 


/(«,y). 


dAx,y)    df(x,y)    dV(x,y) 


dx 


dy    '^  dxdy  • 


die  Existenz  der  drei  letzten  vorausgesetzt,  unendlich  oder  disconti- 
nuirlich  wird. 


Fig.  13. 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  e  als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
OL=x  und  0M=  y  (Fig.  1 3), 
seitwärts  von  den  vier  auf  OL, 
I/iV,  NM,  MO  errichteten 
Verticalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dann  in 
der  That  jer  eine  Function  von 
a?  und  y,  und  man  hat  nach 
§.  1: 


ds 


—  =  Fläche  LNWü 
dx 


d^z         d(LNWü) 


dydx 


dy 


=  NW, 


mehrerer  Variabelen.  73 

andererseits 

1^    =  Fl&che  MNWV 

dx dy  dx 

vas  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen  in  Beziehung  auf  irgend 
rieviele  Yariabele  auszufahren,  so  lassen  sich  nach  dem  Yorigen 
mmer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
nan  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeiführen, 
)lme  dass  das  Besultat  eine  Aenderung  erleidet. 

n.  Mittelst  des  Yorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
bei  zwei  Yariabelen 

öx  öy 

ind  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

du  = ^  äx  +  — ^  dy 

H § dx  H f dy, 

dx  dy 

lies  ist  soviel  als 

d^e  =  ^-5  dx^  -f  - — TT-  dy  dx 
8a?2         ^  dy  dx    ^ 

+  dTd'y^''^'  +  dT^^^' 

ier  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichung  5) 

d^z  d^z  d'^z 

d^e  =  ^ri  ^^'  +  2  ^^^-  dxdy  ^""^^  dy\ 
dx*  dx  dy  ^    '    dy^ 

Durch  Wiederholung  desselben  Yerfahrens  findet  sich 
d^z  d^z 

d^z  d^z 

[  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeffi« 


y     +  («)»  ör::::=^i^r-i  <*«"  " » t^i/*  + 
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■ 

cienten  durch  dieselbe  successive  Addition  wie  in  §.13,  II.  entstdien, 
so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

9)  ä'B  =  (n)o  1^  dxn  +  («),  g^f:^^  dx'  -  1  dt, 

Kürzer  Bclireil)t  man  dafOr  in  symbolischer  Form 

10)  •  dn.  =  (±dx  +  j-^dy)\''^ 

Bei  drei  Variabelen,  wenn  z.  B.  u  eine  Function  von  z,  y  und  z 
bedeutet,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 

11)  d-«  =  (^da.  +  l^%  +  ^e?.)"3-«, 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 

§.  16. 
Höhere  Differentialquotieatea  unentwickelter  Functionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.10    wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)       '  fix,  y)  =  0  oder  /  =  0 

durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

wobei  X  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte    ' 
Function  von  x  angesehen  wird.     Um  nun  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu.  erhalten,    bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  /i  (x ,  y)  oder  noch  kurzer  mit 
fi]  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

dx        öy      dx  J  ^ 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  fi 

ayi_^5V   ,     8/     d^y    .      9V       äy  ' 
dx        8a?2  "*"  dy  '  dx^  '^  dxdy'  dx 


8/i  ^    dV  df     ^  \dxJ    ,^2l.il 

dy        dy  dx        dy         dy  dy^     dx 


fd_y\ 

\dxJ 
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Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 

dy 

—  nur  o;  enthält,  mithin  eine  Function  von  x  allein  [nach  der  frü- 
heren Bezeichnung  (p'ixy]  nnd  constant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 
hat  daher 


\dxJ 


=  0 


dy 

nnd  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einführt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung : 

^      dx^  "^      dxdy*  äx'^  8y«  *  \dxJ  "^  dy  *  dx^  ~ 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn/2  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet: 

^^  d^'^  dy'  dx~^' 

Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
rentialqnotienten  findet  sich : 

8/a  ^  8V  83/        dy  8V       d^ 

dx        dx^  '^     dx^  dy     dx  "^      dx  dy    dx^ 


dV     (dy\^   .    2  ^    ^    ^ 
dx  8y2  \dx)    "^      dy^'  dx'  dx^ 


,    8/     ^    ,      8V       d^ 
"^  8y  '  dx^  '^  dxdy'  dx^ 
8/2  ^83/  83/       _d^ 

8y        8a?2  8y  "*"      8aj82^2  *  da? 

"^  8y3  Vela?/  "^  8y2  *  dfa?«* 

Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

'•'     dx  dy     dx^  "^      8y»  *  da;  *  da;» 

8/  J»y   ^   ^ 
8y     da?' 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
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freilich  immer  l&ngere  Bechnungen  erfordert,  die  höharen  Differen- 
tdalgleicbungen  der  gegebenen  Gleichung  ent¥dckeln  lassen ;  ans  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differentialquotienten  der  Function 
y  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

8/ 
j\  dy  _         dx 


dx  8/  ' 

dy 
wie  schon  bekannt  ist;  femer  aus  Nro.  4): 

^  J.  2     ^V       iL  4.^  (^Y 
o\  ^y  —       ö«»  "^     dxdy'  ds  ^  8y»  \dxj 


dx*  df_ 

8jr 


ä» 


und  hier  kann  man  den  yorhergefondenen  Werth  von  -r^  einsetzen; 

QX 

d^y 
die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -=-~  n.  8.  £ 

ctx 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Yariabelen  bleibt  das  Yerfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln   aufzu-. 
stellen,  weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,   und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  specielle 
Rechnung  auszuführen. 

§.  17. 

Vertausohung  der  unabhftngigen  Vaiiabeleiu 

Bezeichnet  d!!  die  unabh&ngige  Variabele,  in  Beziehung  aufweiche  . 
ein*  oder  mehrmal  di£ferenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differentialrechnung  (7x  ein   dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf  ' 
irgend  eine  Weise  g^gen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  es  ist 
mithin  dx  unabhängig  von  ^;  anders  veph&lt  es  sich  mit  dem  Dif^ 
rentiale  d  y  der  abli&ngigen  Variabele  y ,    denn  für  y  =  /(x)  ist 
dy  =/*(*)  .  dx,  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  x,  weil  es 
aus  zwei  Factoren  besteht,  dertm  erster  x  enth&lt     Nach  dieser  Be-  \ 
merkung  folgt  bei  iweiter  Ditit^rentiation,  indem  dx  als  constant^ 
Factor  gut,  d^v  —  df{x\ .  dx  =,r(x)djr.dx  =/~(x)d««  über- 
einstimmend  mit  den  tVüluxrenu  und  ebenso  würden  für  die  feueren 
Diflterentiationendx*,  dx*  ete.aU  Ctuistanten  auiusehen  sein.  Es  kann 
nun  im  Verlaufe  einer  aualyU»ch«n  rnt«r«uchuug  nöthig  werden,  dem 
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X  den  Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und 
ihn  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zufahrende Yariabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchung einer  Curve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  y 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Yariabele  anzusehen ,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfiiesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Dififerentialquotienten 

dy        d^y        d^y 
dx'      dx^'      dx^' 

zu  setzen  habe,  wenn*^  nicht  mehr  als  unabhängige  Yariabele,  son- 
dern als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Yeränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
Yon  i  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 
§.6.: 

dy  dy      dx 

dt         dx      dt 


.  •  .  • 


und  man  erhält  hieraus 


1) 


dy 
dx 


dy 
dt 


dx 
U 


Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Yaria- 
bele i  differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  ^n 
i  ibh&Dgen,  findet  man  links 


\dx/  \dx/ 


dx 
1t 


d^ 
dx^ 


dx 
Tt 


dt  dx 

tmd  rechter  Hand  nach  der  Kegel  für  die  Differentiation  der  Quo- 
iknien 

da;     d^y        dy     d^x 
dt  *  JP        IT  '  dt^ 


(i 


dx\* 
dt) 


<i«y 

dx 
dt 

d'y 
dt^ 

dy 
dt 

d'x 
dt^ 

da;» 

fdx 

V 
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Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  soergiebt  dch 

durch  Reduction  auf  -r-^ 

dx^ 


2) 


Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 

3)  ^^ 

^  dx^  ^ 

fdxy  ä^^      dx^     d^    ^iQ^  /e?«a?Y       dx      dy    dH 
\dt)    dt^  dt  '  dp'  dt^  '^      dt  \dtU         dt  '   dt  'dt*    ^ 


( 


dt) 


Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar; 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Gomplication  der  Aus- 
drücke von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nim- 
mehr y  als  unabhängige  Yariabele  gelten  oder  die  Gleichung  2^=/(2) 
umgekehrt  werden  soll  [x  =  F(t/)],  so  ist 

dy   _1 

dx  dx 

dy 

d^x 
d^y  dy^ 


4) 


5) 


6) 


dx^  fdxy 

/d^xY  dx  d^x 
d^y  _  \dyy  dy  '  dy^ 
dx^  ~  /dxy 

\dy) 


Jy. 
u.  s.  w. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
dies  später  sehen  wird. 
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§.  18. 

Zusammenhang  zwisohen  einer  Function  und  ihren  succes- 

Biven  Differentiälquotienten. 

Sowie  in  §.  8  Gleichungen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
(ffsten  Differentiälquotienten  abgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  all- 
gemeinere Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tion noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  vorkommen.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung 

1)  m  =/(o)  +  (&  -  «)/'(«  +  »U>-a]),    0  <  »  <  1, 
ist  auch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 

/'(c)  =  /'(«)  +  (c  -  a)f"(a  +  £  [c  -  «]) ,    0  <  c  <  1 ; 

nimmt  man  c  :=  a  -j-*  ^(p  —  öt),  substituirt  nachher  den  Werth  von 
f'(e)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  d'S  kurz  mit  »ö"! 
so  erhalt  man  die  neue  Formel 

2)  m  =f(fl)  +  (6  -  a)f'{a)  +  *(&-  a)V"(a  +  ^i  [ft-a]). 

Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  ächte  Brüche  %^ 
und  ^x  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt ;  um  diesen  Üebel- 
stand  zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

-   /(a)  +  (6  -  «)/'(«) 
auf  anderem  Wege  zu  bestimmen.     Zu  diesem  Zwecke  sei 

3)  tp{x)==f{x)  +  Q>-x)f'{x); 
es  ist  dann  einerseits 

4)  ,)  (a)  =  /(«)  +  (b  -  a)f'(fl) ,      9  (&)  =  /(«>) .  ' 
andererseits  durch  DifiPerentiation  von  Nro.  3) 

5)  yC«)  =  (b  -  «)/"(«). 
Hier  iSsst  sich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

9(6)  =  g)(a)  +  ^^^~^,_^  «?'(«  +  Ö[b  -  «]) 

anwenden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  ^>(h)  und  9(a) 
nnd  nach  Nro.  5) 

qf(a  +  ö|>  —  a\)  =  (1  —  ö)(5  —  a)f'{a  +  ö[&  -  a\) 

substituirt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 
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welche  genauer  als  die  frühere  (2)  ist,  insofern  sie  nur  den  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  6  enthält.  Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6) 
für  _p  =  2,  nämlich 

7)    f(b)  =.f{a)  +  (6-  a)/'(a)  +  \Q>-ayr{a  +  0p>-a]). 
Uebrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Yoraussetzung, 
dass  9(aj)  und  ^'(a?),  mithin  auch/(a;),/'(a;)  und  /"(a?)  stetig  und 
endlich  bleiben  von  a?  z=z  ahv&  x  =  h. 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formel 

7)  anwenden;  man  hat  nämlich 

/"(c)  =/"(«)  +  (c  -  a)f">{a  +  «[c  -  «]), 
mithin  wenn 

c±:o  +  0(b  — a),         Ö£  =  öi 
genommen  und  sabstituirt  wird, 

8)  fQ>)  =  /(«)  +  (6  -  a)f(a)  +  i  (b  -  a^fia) 

+JÖ(6-a)''/"'(a  +  öiP»-o]> 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  d  und  Oy^  vor,  und 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.     Es  sei 

9)  il>  {x)  =  f(x)  +  (6  -  x)f(x)  +  I  (b  -  xYf'ix) , 
SO  haben  wir  einerseits 

10)  ii> (a)  =  /(«)  4-  (6 _ a) /'(a)  +  |(b - ayf"{a) ,   tl>(b)  =M 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  9) 

^(x)  =  l(b-x)^f"'(x), 
II)' (a  +  &\b  —  aj)  =  1(1  —  »y(b  —  a)^f"'(a  +  ^p>  _  o]). 

Sabstitoiren  wir  diese  Werthe  in  die  Formel 

11)  ^(6)  =  ^(a)  +  ^ (^  ^S»^p  -  1  *'(«  +  »Ü>-  aj), 

80  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  fO>)  =fifl)  +  (6 - a)f\a)  +  \Q>- ay/"(a) 

die  sich  für  p  ^=  B  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  m=f(ä)  +  (b'^a)f(a)  +  i(b-a)V» 

Dabei  müssen  ^(a?)  und  ^'(x),  mithin  auch  /(a?),  /'(a;),  /"(a?) 
und/"'(aj)  endlich  und  stetig  bleiben  von  a?  =  a  bis  a?  =  d. 

Um  die  bisherige  Schlussweise  ganz  allgemeiii  auszuführen, 
setzen  wir 


•    •    •    •   • 
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14)     tix)  =f(x)  +  ^-^/'(x)  +  ^f^r(x)  + 

^  1  .2  ...  (n~.  1)*^  ^^^' 
worin  f(x)  eine  gegebene  Function,  if(x)  dagegen  die  unbekannte 
Summe  der  rechts  stehenden  Summanden  bezeichnet.  Einerseits 
ist 

*(«)  =/(«)  +  ^^/(a)  +  ^=^/"(«)  +  •  •  •  • 

^  1  .2  ...(n—  !)•'  ^^' 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne- 
gativen Ausdrücke  heben, 

»>(a  +  ^[5-a])  =  <\7f;3-;<^^;i7;/c-)(a  +  0[6-a3). 

und  wenn  man  diese  Werthe  in   die  Gleichung  11)  einsetzt,   so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

16)  /(6)=/(a)  +  ^Lf!/'(o)  +  ^iljO! /"(«)  +  ... 

^  1  .  2  .  .  .  (»  —  1)  •'  ^"^ 

Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuität  der  Functionen  tlf(x)  und  ^'(x);  dazu 
ist  hier,  wo  tlf(x)  und  ^'(aj)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
bestimmt  werden,  erforderlich,  dass  f(x),  /'(a?),  /"(a?),  .  .  .f^^^(x) 
endlich  und  stetig  bleiben  von  x  =  a  hiB  x  =  h. 

Für  h  —  a  ^=-h  nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 

17)  /(a  JrJi)  =/(«)  +  \-f(ß)  +  y^/"(»)  +  •  •  •  • 

+  1.2  .'"."(n  -  1)^^'"^(«) 

^  1  .  2  .  .  .  (n  ~  1)  .  i?*^      ^     ^        ^' 

Sohlömiloh,  Analysis.  L  ß 
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und  dabei  müssen /(a;) ,/'(«), /"(a?),  .  .  ./f»>(aj)  endlich  und  conti- 
nuirlich  bleiben  von  x  =  a  bis  x  =  a  -{-  h. 

Als  Specialisrirungen  der  Zahl  jp  empfehlen  sich  die  Werthe  jp  =  n 
und  p  =  1;  im  ersten  Fajle  erhält  man 

18)  f(a  +  Ä)  =/(a)  +  ±.f'{a)  +  ^f»  +  '  ' '  * 

dagegen  im  zweiten  Falle  j 

19)  /(a  +  Ä)  =/(a)  +  -J-/'(a)  +  Y^/"(«)  +  •  •  •  • 

•  •  •  +  1.2     ..(n-l)^"  -  "(«)  +  1.2...(n-V"'<"+^*>   ^ 

Hier  bedeutet  d"  immer  einen  positiven  Sehten  Bruch »  desseo 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  leta-    J 
ten  Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Boispie-     ' 
len  zu  Formel  17)  sehr  leicht,   dass  d'  gleichzeitig  von  a,  h,  n  mi 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p  im  Allgemeinen  verschieb 
dene  Werthe  erhält. 

Eine  sehr   einfache  Anwendung   von  Formel  18)   gewährt  ik 
Specialisirung 

f(x)  =  logx, 

wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge| 
es  ist  dann 


20) 


•  • . 


und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a  und  h.     Setzt  man 
für  %•  das  eine  Mal   die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,   so   wird   * 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross, 
im  zweiten  zu  klein ,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen ,  zwischen 
denen  log  (a  +  h)  enthalten  isi 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Variabelen  können  ähnliche  Gl«. 
chungen  wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter* 
lassen  wir  dies,  da  wii*  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 


9  = 


H 
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Cap.  III. 

Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 


§.  19. 
^1  Der  Lauf  ebener  Curven. 

I.  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
Linie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
ist  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
grosser  als  die  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  ent<- 
-  spricht  der  grösseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachten 
wir  ^aher 

a?  und  y  =/(ic), 

X  +  Jx    ^     y  +  Jy=f(x-]-Jx) 

JUS  Coordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,    so  steigt  die  Curve, 
wenn  bei  hinreichend  kleinen  ^x  die  Differenz 

^y=f(x  +  Jx)  --/(x) 

positiv  ist  und  es  bleibt,  falls  ^x  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
die  Null  jconvergirt ;  dagegen  flült  die  Curve  bei  negativ  bleibenden 
//ff.  Zufolge  der  Voraussetzung  eine's  positiven  ^x  kann  man  auch 
»gen,  dass  die  Curve  steigt  oder  fallt,  je  nachdem  der  Differenzen- 
qnotient 

^y  ^f(x  +  .Jx)--f(x) 

/Ix  ^x 

das  positive  oder  negative  Vorzeichen  behält.     Wie  in  §.  8  nachge- 
wiesen wurde ,  Jiat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei- 

6* 
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nen  Jx  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Differentialquotient ;    es   gilt 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  r=  f(x)  ist,   steigt 
so  lange  als/'(a;)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen  so 
lange /'(ic)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sich  an  die  Gleichung 

y'  =f(x)  =  tant 

erinnert.    Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  r  positiv  und  die  Tangente 
TF  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  a;- Achse  den  spitzai 


Fig.  14. 


und    zwar    positiven 
Winkel  X  TP,  wobei 
die  Drehung  von  der 
Rechten   zur  Linken 
als    die  Drehung  im 
positiven    Sinne   be- 
trachtet   wird ;    un- 
ter diesen  Umstanden 
steigt  die  Cur ve.  Dem 
negativen /' (oj)  entspricht  ein  negativer  Winkel  r  =  zlXTi  ü,  wel- 
cher durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;   die  Curve 
fallt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'  (x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  Weise 
ändert ,  dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in'» 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurch 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  f'(x)  =  0  wird, 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  zu 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culminations- 
p unkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  obere, 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  r  =0, 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse ,  wie  in  Fig.  14  an 
dem  oberen  Culminationspunkte  C, 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung 

y  =  —  V  2ax  —  x^ 
a 


benutzen;  der  Differentialquotient 


a  —  X 


y      —    •  y 

ö      V2ax—x^ 
hat  für  X  <^  a  das  positive,  für  x  ^  a  das  negative  Vorzeichen  und 
geht  an  der  Stelle  x  =  a  aus  dem  Positiven  in's  Negative  über. 
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He  Curve  besitzt  daher  an  der  Stelle  a?  =  a ,  y  =  5  einen  oberen 
iolminationspunkt,  wie  auch,  geometrisch  bekannt  ist. 

IL  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass 
ine  Curve  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  fällt,  so 
leibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
ihiehi  Eine  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  dii  erha- 
ene  oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
5  und  16).  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  Curve  fallt,  und  es  bedarf 
aber  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen, 
jtnun  der  Bogen  JPP-i  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

so  heisst  dies  nichts  An- 
^°'*      '  deres,  als  dass  er  zwi- 

schen seiner  Sehne  und 
der  a;- Achse  liegt ;  dage- 
gen ist  der  Bogen  PP^ 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht. Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt*Q  ein  und  be- 
zeichnen mitPi  denjeni- 
gen Curvenpunkt,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

M,Q>M,P,, 
{         bei  concaver  Krümmung 

MyQ<:M,Pu 

und  es  ist  also  die  Curve 

Q?ex  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  MiQ  —  Mi  Pi 

8  positive   oder  negative  Vorzeichen  hat.     Für  0M=  x,  MMi 

M1M2  =  ^x  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  Mi  Q  das  arithme- 

3he  Mittel  zwischen  MP  und  M2  Pj  darstellt,  findet  sich 

MiQ  —  MiPi 
f(x+2^x)+f(x)    jr^^^  ^^^     f(x+2^x)-2f(x+Jx)+f(x) 


Fig.  16. 


ler  Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie 
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X 

und  letzterer  ist  wieder  einerlei  mit 

f"{^)  +  9. 
WO  Q  eine  gleichzeitig  mit  /ix  gegen  die  Null  conyergirende  Orösse 
bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  ^z  der 
zweite  Differenzenquotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Diffe- 
rentialquotient besitzt,  dass  mithin  die  Curve  convex  oder  concsT 
ist,  je  nachdem  f*  (x)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat.  Biese 
Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Corve 
unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  mithin/(a?),  f(x  -f-  ^x%f(x  -f-  2  ^«) 
negativ  sind ;  man  findet ,  dass  umgekehrt  ein  negatives  f"  (x)  die 
convexe,  ein  positives  f"  (x)  die  concave  Krümmung  anzeigt  Mit 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Gurve  conTex 
oder  concav  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  f{x) 
und  f"  (x)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Resultate    führt   auch   eine  andere  Bemerknng. 

Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Tangenten* 

winkel,  bei  einer  Concav  steigenden  nehmen  sie  ab,  wie  man  unmit-' 

telbar  aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin  PTund  Pi  Ti    die  Tau- 

Fig.  17.  Fig.  18. 


0     T        T|    M      M, 


X 


genten  an  zwei  aufeinander  folgi^nden  Punkten  sind.  Die  gleidie 
Bemerkung  gUt  auch  für  fallwide  Ourvon,  und  daher  deutet  jedendt 
ein  wachsendes  v  auf  cvxnvexe,  ein  abnehmendes  r  auf  concave  Krüm- 
mung*  Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  r  erkennt  man  an  dem 
Vorzeichen  des  Differentialv)uv^tieuten 

dx  iix  ~  '   l    -f    v'i  ^    » 

dieses  Vorzeichen  hängt  levU^^rlivh  von  ^i^"  aK  und  damit  gelangt  man 
wieder  lu  dem  vv^ri^^u  ^t^v\  Tm  letiitemi  etwas  ein&cher  und 
für  Auwendun^u  lH\jueu\er  i^u*s^v|^v)iou  »u  kv^nnen.  denken  wir  uns 
die  Abßcissenuch*e  »o  weit  abwart*  jv^^rdlel  «a  *ich  selbst  veracho- 
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ben,  dass  alle  in  Frage  kommenden  Ordinaten  positiv  ausfallen;  mit 
anderen  Worten,  wir  vergrössem  alle  innerhalb  des  betrachteten 
Interralles  liegenden  Ordinaten  um  eine  constante  Strecke,  welche 
mehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y*  und  y*'  hat  diese 
Operation  keinen  Einfluss;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  z=f{x)  ist,  kehrt 
die  convexe  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  je 
nachdem /"(a;)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert  /"  (x)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  den 
Werth  /"  (x)  =  0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
statt;  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depunkt. 

in.     Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.     Man 
L     ermittelt  zunächst  die  Intervalle,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
belialt,  sowie  die  Stellen  wo  y  =  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  deric-Achse.  Nach- 
her entscheidet  ihan,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
wo  y'  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  giebt  die   Culminationspunkte.      Endlich    untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y"  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ,  und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Durchganges  durch  Null  wechselt,  d.h.  wo  Inflexionspunkte  vor- 
i^ommen.    Diese  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
L  am  die  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungswelse.  In 
einem  über  dem  Durchmesser  AB  =  2ay  Fig.  1 9  (a.  f.  S.),  construirten 
Kreise  sind  parallel  zu  AB  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qi  Q2 
irgend  eine  darstellen  möge;  sie  schneidet  den  zu  ^^  senkrechten 
Durchmesser  in  einem  Punkte  N.  Man  legt  ferner  Jlfi  Qi  ||  02>  ||  ilf;  Qq 
und  zieht  die  Gerade  AN-,  letztere  trifft  Mi  Qi  in  Pi,  M-2  Q2  in  JP2, 
und  nun  sollen  Pi,p2  Punkte  der  neuen  Curve  sein.  Bezeichnet  man 
AMi  oder  AM2  mit  x^  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  y^  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

xV  2ax-'X^ 

y  = . 

und  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
femer  für  x  =  0  auch  ^  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 
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liogendenx  ein  positives  y  entepricbt,  dass  fttr  x  =  2a  wiederj 
und  tüT  X  '>  2  a  jedes  y  imagin&r  ist.  Die  Curre  geht  demnocl 
A  ans  über  die  x*Achie  hinauf  and  steigt  tun  Ende  in  B  wied 


^--^ 

"^ 

', 

n. 

~':< 

•■' 

\ 

/ 

'- j 

f^^-- 

.::■; 

iy^ 

' 

M, 


[f 


¥   a. 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Worzelzetchen  negativ,  so  erhU 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  bestel 
Corre  aus  zwei  congruenten,  Qber  und  onter  der  Abscissenach 
genden  Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein 
nanntes  Blatt  bilden. 

Man  erhält  weiter  als  ersten  Differentialqnotienten 
, j;(3a  — 2a;) 

wobei  das  Wurzelzeichen  positir  genommen  werden  kann,  wei 
nar  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersnchen  br 
Für  X  =  0  wird  y'  =:  0;  so  lange  a;<;ja  bleibt,  ist  p'  positi 
fc  :=  ja  wird  y'  =  0,  bei  grösseren  x  wird  y'  negativ  und  z 
d.  h.  ftlr  iT  =  2  a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die 
in  A  die  Abscissenachse  znr  Tangente;  von  A  ans  steigt  sie 
dem  oberen  Culminationspunkte  Q,  dessen  Coordinaten  AF : 

sVT 

F&  ^  — 2 — **  >iiid,  und  föllt  dann  bis  B,  wo  sie  die  Abs( 

achae  rechtwinklig  schneidet. 

Was  ferner  den  zweiten  Differentialquotienteu 

x(3a^—6ax  +  2x'')  _  2a:[(x  — ja)*—  ja'] 


tiVCSflx  — a!»)» 


aV(2a 


aiibetriSt,  so  Übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  hläib 
X^Obis  zudem  kleineren  der  beiden Werthe,  welche {a:—|a)': 
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> 

machen,  d.  h.  bis  zu  «  = r a=^ia  —  a cos  30^  Beimüeber- 

schreiten  dieses  Werthes  geht  y"  aus  dem  Positiven  in's  Negative 
über  und  bleibt  negativ  bis  x  =  2a.     Es  würde  zwar  später  für 

3  +  Vs 
x= a  wieder  ein  Zeichenwochsel  eintreten;  dieser  kommt 

3  J_  l/^ 
aber  nicht  in  Frage,  weil a  >>  2  a  ist  und  die  zugehörigen 

y,  y\  y"  imaginär  sind.  Die  Curve  ist  demnach  convex  gegen  die 
Ahscissenachse  von  Ä  bis  zu  dem  Inflexionspunkte  7,  dessen  Coordi- 
Daten  ÄH  =  §o  —  a cos 30^  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
nen; darübßr  hinaus  bleibt  die  Linie  concav. 


§.  20.  , 

Bogendifferential,  Tangenten,  Asymptoten  und  Normalen 

ebener  Curven. 

I.     Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 

l)  tanx  =  y'  =  -^ 

^         dx 

tödet  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Constructionen ,  welche 
niit  dem  Probleme  des  Tangentenziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
luoige  stehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.  1)  die  folgenden 
GUchuugen  entspringen: 

tk\  1  ,  dx 

i)         cost  =  ^    .  ,  stnv  = 


d«aen  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

•X  dx  .  dy 

3)  cost  =  , .  ,    stnt  =     .  • 

Vdx^  +  dy^  Vdx^  +  dy^ 

Hier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
oämlich  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
zwischen  den  Punkten  x^  y  und  x  4*  ^^i  P  -\-  dy  liegende  Curven- 
M(k  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
dx,  dy  und  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
bildete Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.     Dass  diese 
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Vorstellung  richtig  ist,  beweist  die  daraas  folgende  Gleichung  tan  t 
=  —^ ,  welche  mit  Nr.  1)  übereinstimmt.    Dann  darf  man  aber  wei- 
ter  schliessen,  dass  für  das  Bogendifferential  ds  die  Gleichung 
4)  ds'*-  =  dx^  -V  dy'^ 

gelten  muss.     Dies  kann   auch   direct  auf  folgende  Weise   gezeigt 
werden. 

In  Fig.20  sei  OM  =  x,  MP  =  y,  MM^  =  PQ  =  Jx,  PiQ 

Fig.  20.  =  ^^'  ^  -P^^  =  '^»  ^®^   ^°" 

einem  festen  Punkte  G  an  gerech- 
nete Bogen  CP  =  s,  mithin 

Are  PPi  =  ds, 
endlich  R  der  Punkt,  in  welchem 
die  Tangente  TP  die  Ordinate 
MiPi  schneidet;  wählt  man  ^x 
so  klein,  dass  der  Bogen  PP\ 
keinen  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convex  oder 
nur  concav  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

ArcPPi  >  PP„  d.  h.  Js  >  V^a?3  4-  ^y2, 

Are  PPi  <  PB  -f  BPi,  d.h.^s<;^a?  sect  -\-  dy  —  ^x  tanz. 
Durch  beiderseitige  Division  mit  ^x  ergiebt  sich 


K    1  +  (^y  <  4^  <  5^^^  +  ^  -  tanx-. 


/Jx 


/Ix 


beim  Uebergange  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  ^x^  /dy^ 
ds  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenzwerth 


V '  +  (©' = ^^^'- 


und  auf  der  rechten  Seite 

dy 
secz  +  -rr-  —  tant  = 
dx 


sec 


t  =  Vl  +  tanU  =  Vi  4-  y'*. 


Beide  Seiten  convergiren  also  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze» 
daraus  folgt 

ds 
dx 


was  mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.     Auch  ist  nun 
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1  dx 

cos  t  =  -/■  =  -7— » 

,,  ,  VTTT^     ^' 

^  '  y'  dy 

Vi  +  y'2        ds 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  der  expliciten  Gestalt 
y  =  /(a?),  sondern  implicite  unter  der  Form 

F(x,  y)  =  0 
Cregeben  ist,  so  hat  man 

, ^  _  _    8a? 

^  ""  eia;""        dF 

dy 

SQ  setzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

n.  Um  durch  den  Punkt  P  eine  Tangente  an  die  Curve  zu 
legen,  kann  man  entweder  den  Berührungswinkel  r  aus  der  Formel  1) 
bestiinmen  und  sein  Gomplement  MFT  (Fig.  20}  an  die  Ordinate 
JfP  antragen,  oder  eine  der  Geraden  JfT,PT  berechnen  und,  wenn 
möglich,  construiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  S  üb  tan- 
gente,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

6) 


f) 


bbtg.  : 

=  ycott 

• 

y 

stnr 

y 

tanz 

y" 

Tang. 

yVi 

+ 
y' 

y" 

Bezeichnen  |  und  1}  die  Coordinaten   eines  beliebigen  Punktes 
der  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

ri  —  y  =  (I  —  a?)  ton  r, 

von  deren  Bichtigkeij;  man  sich  durch  wirkliche  Construction  der 
Differenzen  J  —  x  und  ly  —  y  leicht  überzeugt ;  demnach  lautet 
die  Gleichung  der  Tangente: 

Für  den  Fall,    dass  die  Gleichung  der  Curve  in  der  unent- 
wid^elten  Form 

F(x,y)  =  0 

gegeben  ist,  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 
Gestalt 

9)  8^  «  -  ^)  +  ^  (^  -  y)  =  0. 
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III.     An  die  Gleichung  8)  oder 

n  =  y'i  +  y  —  xy' 

kDQpfb  sich  noch  folgende  Bemerknng.  Wenn  die  Curve^  in's  Unend- 
liche geht ,  so  kann  es  geschehen ,  dass  hei  unendlich  wachsenden  X 
die  Ausdrücke 

y'  und  y  —  xy' 
sich  hestimmten  Grenzen  nähern;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzlage 
der  Tangenten,  der  sie  sich  mehr  und  mehr  nähern,  je  weiter  der 
Punkt  xy  fortrückt,   d.  h.  eine  sogenannte  Asymptote  der  Gurvo. 
Setzen  wir 

lAm  y' =  Lim /' (x)  =  Ä,  I       

Lim(y  -  xy')  =  Lim[f(x)  -  xf(x)]  =  B,]^"^  ^  "^^ 
so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 

10)  ri=Ai  +  B. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  y-Adbte  Hegt, 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  A  =  (x>  und  ^  =  00;  man 
hat  aber  dann  die  Yorige  Betrachtung  nicht  nöthig,  weil  sich  eine 
derartige  Asymptote  von  selbst  dadurch  bemerklich  macht,  dass 
einem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 

Yig,  21.  ^^*   Errichtet  man  im  Punkte 

P  auf  der  Tangente  öne  Senk- 
rechte, welche  die  Absciasenachse 
in  ü  schneidet,  so  erhilt  man  die 
sogenannte  Normale  der  Gurre; 
Mü  heisst  die  S  üb  normale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkung; 
.  X  dass 

JLMPU=^  MTP  =  x 
ist^  findet  man  leicht 

11)  Suhnorm.  =  ytanx  =  yy\ 

12)  Norm,  rrr  -X-  =  y Vi    +   ^'^ 

ferner  ist,  wenn  |  und  t/  dio  Coordinaten  eines  Punktes  der  Normali 
beieiclmen, 

mithin  dio  Gleichung  dor  Normalo: 

18)  9  —  y  —  —  •jjTlJ  — JrX 
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Der  unentwickelten  Form  der  Curvengleichung    entspricht  als 
Gleichung  der  Normale 


U) 


Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  gieht  der  nächste 
Paragraph. 


§.21. 
Beispiele  von  Tangenten-  und  Normalen  construetionen. 

L    Die  Kegelschnitte.      Nimmt  man    die  Hauptachse  eines 
Kegelschnittes  zur  o;- Achse  und  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi-        -^  ^ 
natenanfang,  so  ist  bekanntlich  -^  '     ^/'^  '^vi:^  ^ ^^'^  ^  ^^  "»^ 

1)  y^  =  2px  -\-  qx^     *     "    -1  -    -  ^  k^    <J^^ 
I     die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte ,  worin  p  Ten  Halbpara- 
meter (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.     Man  findet  hieraus 

2)  yy'  =  p-\-qx,    y'=i±-M, 

mithin  als. Gleichung  der  Tangente 

p  -\-  qx 


3) 


n  —  y  = 


y 


(I  -  X). 


Für  £  =  0  ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  17,  das  i/o  heissen 
mSge,  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0  T,  welche  die 
Tugente  von  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür 

'yo  =  y «  = 

y  y 

oder,  vermöge  des  Werthes  von  y\ 


4) 


i?o  = 


jpa? 


Dies   giebt   folgende   Tangentenconstruction    (Fig.    22).      Man 

nehme  0  C=pj  falle  von  dem  festen 
Punkte  C  auf  den  Radius vector  OP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordina- 
tenachse in  T  schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TP. 

Man  hat  femer  durch  Substitu- 
tion des  Werthes  von  y 


y    ' 


u 
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V2px  +  qx^ 


X 


V'^ 


y  —  xy'  =  fio 


px  

V2px  -f-  qx^ 


X 
P 


+  3 


+  q 


bei  unendlich  wachsenden  x  wird  hieraus 


Vg 


2>i»»(y  —  xy')  = 


V7 


Diese  Aasdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werthe,  wenn 
g  ^  0,  d.  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letstere  bentit 
daher  swei  Asymptoten,  deren  Glachnngen  aus 


-  'Ti 


5) 


,  =  V7.s  +  ^ 


hervorg^en,  wenn  man  yq   das  eine  Mal  mit    dem  positiven ,  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt 

Was  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerke  man,  dass  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  t/jf',  d.  h.  die  Subnormale, 
enth&lt  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 


6^ 


ytf'  =  ^  —  II. 
X 


Ulan  kann  daher  die  Normale  unabhängig  von  der  Tangente 
dun'h  folgende  Coustruction  erhalten:  Auf  dem  Radiusvector  OP 
errichtet  mau  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenacbse  in  Q 
begegnet»  und  nimmt  QV  =  p;  dann  ist  P T  die  Normale. 

IL     Die  Cycloide  ist  bekanntUdi  der  Weg,  den  irgend  ein 

Fi^.  23.  Punkt  eines  Kreises  be- 

schreibt, wenn  letzterer, 
ohne  zu  giften,  auf  einer 
Geraden  fortrollt,  wobei 
sich  die  Poripherie  des 
Kreises  auf  jener  Geani- 
den  abwickelt.  Kdimen 
wir  die  gyegebene  Gerade 
B~  .412,  die  sogenannte  Bar 
sis^  cur  X-Achse,  den  An- 
fang»punkt  d«r  I^w«^U|?  mm  iVordi»ateivim£iifig  luid  «exen  (Flg. 

«>  .IJf  =  J;  211^  —  P^  Jl^i'  "  Ar  =  «K  •-  PX  r  =  «,  «o  g^ 

ttn  fügende  Gleichun^^Ni 


TxTt 
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x  =  AU  --  MU  =  Are  UP  —  PF, 
Li. 
')  a;  =  a.o  —  a  sin  o; 

y=UV=LU'-Lr, 

Li. 

5)  y  =  et  —  acoso. 

Durch  Elimination  von  g)  aus  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
[jleicliung  zwischen  x  und  y  gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
plicirt  ausfällt,  so  thut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
robehalten  und  darin  den  Wälzungswinkel  co  als  unabhängige  Varia* 
bele  zu  betrachten.     Dann  ist 

dx  =  a(l  —  cosai)  dca^  dy  =  asinci)  dco^ 

mitliin 

..                            dy            sin  CD  ., 

9)  T"  =  :; =  <^ot  \  CD 

dx  l   —  COSG)  ^ 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 

tanr  =  cot\(Xi  =  tan  (90<>  —  \(o). 

Da  während  der  ersten  halben  Umwälzung  cö  <  180^  mithin 
90<>  —  \g}  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  r  jedenfalls  <^  90^^  ist,  so 
scliliesst  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

r  =  90«  —  I  o  oder  90»  —  r  =  1  o, 

i  h.  Z  MPT  =  dem  Peripherie  Winkel  ÜWP\  es  ist  folglich  WPT 
iie  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P  ü  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  C  der  Cycloide 
:ani  Coordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
TN  =  Xi,  NP  =  yi  ist  dann 

{xy  =  OD  —  BN  —  2a  —  y  =  a{l  -\-  cosco) 
yi  =  AD  —  AM  =  na  —  x  =  a(7t  —  (o  +  sm  o) 


dyi         dx        ,     ,  \  /  1  —  cos  CO 

dxi        dy  ^  K    1  +  coso 


Xi 

der  wegtn  coscd  = 1, 


.  dyi  1 /2  a  —  Xi  V 2axi  —  Xi^  ^ 

'  dxi  "^  V         Xi  Xi 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
eite  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  ri,  den  die  Tangente 
^T  mit  der  neuen  Abscissenachse  einschliesst,  es  ist  daher 


96 
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ianti  =  ^  oder  tanMPT=^ 

Nu  Au 


} 


woraus  wieder  folgt,  dass  P  TF  ||  CQ  die  Tangente  sein  mnds. 

III.  Die  Eettenlinie.  Aus  statischen  Gründen  bildet  ein  vof 
kommen  biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nnr  de 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen,  eine  krumme  Linie  t<^ 
folgender  Gleichung 


12) 


«'=!( 


+  e 


% 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  k  unter  d 


Fig.  24. 


Q\      Y 

JL-<^ 

T         \ 

\ 


Scheitel  der  Curve  liegt,  und  di 
Ordinatenachse  yertical  durch  de: 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  \% 
folgt 


y 


=  j(e'-e      *) 


und  GS  ist  vermöge  der  Werfche  vsm 
y  und  y^ 


=V(Xh 


o 


MN 


II 


ianx  = 


oder  zufolge  der  geometrischen  Be- 
deutung Yon  y' 


Um  hiemach  die  Tangente  am  Punkte  P  su  constmiren,  be- 
schreibt man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MP  als  Halbmesser  einen 
Kreis ,  welcher  die  Abscissenachse  in  N  schneidet ,  zieht  die  Gkrmd« 
CN,  die  mit  0  C  einen  Winkel  =  r  bildet,  und  legt  PT  Benkredit 
lu  CN\  die  Normale  P  U  ist  parallel  zu  CN. 


§«22. 
Krümmungakroia«  Krümmuugamittolpunkt  und  Evolute. 

I,  An  zwei  Punkte  P  und  P,  einer  Cnrve  CPPi  (Fig.  SS) 
denken  wir  uns  die  Tangwiten  TP  und  Txl\  g«legt,  die  sieh  in  U 
schneiden ,  und  die  zwirfthi^n|jt^«  Normalen  con^imirt,  deran  Dnrab- 
schiiitt  Q  heissen  mftge;  in  dem  SohuwivioiNviie  PQPi  riat  dann 


^rQP, 
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=  Z.  TüTi  =  Z.  JlfiTiPi  —  Z  MTP  =  ri  —  r, 


Fig.  25. 


der  Winkel  PQP^  giebt 
also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels t  an  und  kann 
daher  mit  ^t  bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  femer 
dieSecantePiPSund  setzen 

Z.PSM=  (S, 
so  haben  wir  im  Dreiecke 

PPiQ 


ZPQP,  =  zJv, 

Z1\PQ— 90^  —  Z P^P U=  900  —  z:  SPT  =  900  —  (ö  —  t), 

Zi>i>iÖ  =  900  ^Z.PP^V=  900  _  ^  sP^Ti  =  90«  —  (t^  —  <J), 

PPi  =  V{PW  +  PiW^)  =  V(z/ä;)2  +  (z/y)2; 

vermöge  der  Proportionalität  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
winkel können  wir  hieraas  die  Strecken  PQ  =  r  und  PiQ  =r,ri 
berechnen  und  finden  ^ 


sin  PPi  Q 


oder 


•OBS— S^i— ^^         •         aBBi^^B 


cos(t  ■^-  ^^T  —  ö) 


ttid  dem  entsprechend 


V 


1  + 


n  =.- 


-r— ; ■:: COS(<S  —  t). 


Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  Pi  immer  näher  an  P  rücken,  mit- 
bin ^Xj  dd%  und  6  —  r  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
pierindert  der  Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un- 
ndliche  hinaus;  vielmehr  nähern  sich  r  und  r\  der  gemeinschaft- 
[chen  Grenze 

SchlOmilch,  Analysis.  I.  7 
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lAmr  r=  Limri  = , 

dz 

dx 

welche  wir  q  nennen  wollen.     Aus  tanz  ^  y'  folgt  ferner,  weil 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel,  bedeutet, 

daher  ist  zusanimengenoinmen 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat,  dass  d< 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letztere 
nicht  in's  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Gren: 
punkte  fortinickt,  ist  übrigens  geometi'isch  leicht  zu  erklären,  l 
weniger  nämlich  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  Pi  beträgt,  u: 
so  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Längen  von  P  Q  und  Pi  Q,  mi 
hin  lässt  sich  näherungsweis  P  Q  =  Pi  Q  als  Halbmesser  eines  Ere 
ses  ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  P]  als  die  zogehöi 
gen  Tangenten  PT  und  Pi  Ti  mit  der  Curve  gemein  hat.  Eb« 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Gurre  an  a 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale  P 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  P  T  mit  der  Curve  g 
mein  hätt.e,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Kreis  hat  nahezu  diesel] 
Krümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  P^.  Diese  Schlüsse  erhalt« 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  i 
der  Grenzpunkt  des  Normalendurchschnittes  heisst  dann  der  Krüi 
mungsmittelpunkt,  die  Strecke  p,  als  Radius  eines  Kreises  % 
dacht,  der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  q  aus  jene 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  n 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berühr^de  Kn 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  Vorstelluugsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  '. 
Setzt  man  nämlich  Are  CP  =  $,  so  ist  ArcPPi  =^Sj  ferner  näl 
rungsweis,  indem  man  zis  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ  =:  P] 
rr=  r  beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  PQPy  =  jdx  gehörig 
Kreisbogen  berechnet, 

J  s  ^=  r  .  J  T  oder  r  -^  
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folglich  genau  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verscbwindende  /ds 
and  z/r- 

Darcli  Einführung  der  Werthe 

geht  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Nimmt  man  das  vorkommende  Wurzelzeichen  im  absoluten 
Sinne,  so  hat  Q  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  t/";  d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
entgegengesetzte  Lagen  habend  je  nachdem  die  Curve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tiv, im  zweiten  negativ. 

Für  die  Construction  des  Krümmungshalbmessers  ist  in  man- 
chen Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 

»)  ^  =  ^' 

geBeizt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkte  P  bezeichnet. 
Aas  der  Gleichung  der  Kegelschnitte  ^ 

y=z  V2px  +  ga?2 

erhält  man  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 

und  daher  ist  der  Krümmungshalbmesser 

was  flieh  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn  man  z.  B.  — 

iIb  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.    Die  eleganteste  Construction 
der  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen.  • 

Für  die  Cycloide  ist  nach  §.  21 

dx  =  2a  sin^  .J  o  eJo,  y'  =  cotlca, 

mithin 

^^'  ^  -  -ni^  ^"^ 

woraus  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 

1 


P'=- 


4  a  sin^  \  o 


7* 

633250A 
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Dies  giebt  den  Erämmmigshalbmesser 

9  =  —  4asm^C3  =  —  2  PU 
oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale ;  der  Krümmungsmittel 
wird  demnach  erhalten,  wenn  man  die  Normale  Püxua  ihre  ( 
Grösse  verlängert.  ^ 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21  :^ 

y'  =  l\^^—e     *y,   u  =  ysecT  =  j 
ferner 

mithin  nach  Nr.  3) 

y^ 

Die  Kettcnllnie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschafb  g< 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  ist;  die 
sind  aber  einander  entgegengesetzt 

IL  Um  die  Coordinaten  |  und  ij  des  Krümmungsmittelpi 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  d< 
suchte  Punkt  auf  der  Normale  um  Q  vom  Punkte  P  entfernt 
datier  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

X  —  I  =  9  sf »  r ,     fi  —  y  =  QcosT 

oder  vermöge  der  Wertlie  von  ^,  sint  und  cost 

Für  die  Parabel,  deron  Gleichung 

y=  V2px 
ist,  fiudct  mau  hiernach 

I  ~  8i^ + p.  ^ = — y  -^* 

Wonu  dio  iUoiohung  dor  Curve  nicht  in  entwickelter  For 
gi'bfMi  i«t>«  »0  mU»8f>u  jf*  und  ^^^  nach  den  Lehren  des  §.16  ber< 

HL     Pio  Konnoh)  4)  outhalten  in  letxter  Instanz  nur  di 
VarialH^ti^u  $«  ij  iiud  «i\  da  uuu^  \vouig$teu$  bei  entwickelten  Gle 
gw\  von  d<vr  Forn\  ^  — ^/\'>\  «sowohl   ^tr  als  p'  und  p^  durch  i 
drilekou  kMXlu    t>«'ukt  mm\  <!udi  aus  dou  obigen  Gleichongen  x 
»irt,  $0  blwbt  nur  oiui*  GU>ichun^  zwi$chou  |  und  ^  übrig,  d. 
iHeicIimi^  dogoui^^^u  Curvo,  >»x4che  von  den  stetig  aufeinanc 
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genden  Erümmungsmittelpunkten  gebildet  wird.  Dieser  geometri- 
sche Ort  der  Krümmung&mittelpunkte  heisst  die  Evolute  der  gege- 
benen Cnrve,  und  zwar  kommt  diese  Benemiung  daher,  dass  man  sich 
(lie  ursprügliche  Curve  durch  Abwickelung  eines  um  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Ab  Gleichung  der  Parabelevolute   findet  man  mittelst  der 
angegebenen  Elimination 

P 

also  eine  Curve  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicubische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 

dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 

2  .2 


©■+©'='• 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

a2  — 62  a2— -62 

Ol  =  — •  öl  =  — - —  . 

a  0  ' 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 
daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 

a2  +  52  a^^  5» 

Ol  = — -^,  öl  = — r 

a  0 

Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,   dass   die 

Eyolatd  eine  mit  ihr  congru^nte  Cycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 

Lage  besitzt. 

§.  23. 
Formeln  für  Polarcoordinaten. 

Bei  dem  Gebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Eadiusvector  und  der  Abscissenachse  als  un- 
abhängige Yariabele  betrachtet  und  jener  Vector  als  abhängige 
Variabele;  für  Z.  XOP  =  ö  und  OF  =  r  (Fig.  26  a.  f.  S.)  ist  dem- 
nach die  entwickelte  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

1)  r  =/(«), 


102        Cap.  III.    §.  23.    Formeln  flir  Polarcoordinaten. 

woraus  sich  die  Differentialqaotienten 

dr  .        ^  .^.     d^r 

dB  "^ 

Fig.  26. 


r'  =f(0).  ^  =  r"  =r  (ö)  u.  8.  w. 


dti^ 


leicht  ableiten  lassen«  ] 
fragt  sich  nun,  welche  ne 
Formeln  an  die  Stelle  ih/t  t 
heren  treten,  wenn  man  sti 
der  rechtwinkligen  Coordii 
ten  Polarcoordinaten  einfäb 
Der  Uebergang  von  d« 
einen  zum  anderen  Coordii 
tensystemc  geschieht  bekan 
lieh  mittelst  der  Foimeln 


2)  X  =  rcosd,  y  =  r8inft\ 

eine  Aenderung  des  0  hat  nun  gleichzeitige  Aenderungen  von  r, 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx         dr  .    ^ 

ao         au 


dy        dr     .   ^    .  « 

■Tzr  =  TTT  Stil  0  -}-  rcos  ö, 
au         au 


dy 


und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  -=^  rrrtori 

ax 


tan  T  = 


dr 
du 


sin  0  -\-  rcosO 


dr 


tan  ö  +  r 


dr 

Je 


cosO  —  r  sin  Q 


dr^ 
dO 


—  rtanO 


Hieraus  ergiebt  sich 


dr 1-4-  tan  t  tan  0 

du  tan  T  —  tan  0 


tan  (r  —  0) 


oder,  wenn  r  —  ö  =  9  gesetzt  wird, 
3) 


1    dr        r' 
cot(p  =  —  — -  =  — 
r   do        r 


Diese  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geomel 
sehe  Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangenten2 
hens,  denn  es  ist  q)  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  PT  und  d 
Badiusvector  OP. 
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Nennen  wir  tif  den  Winkel  OPü,  welchen  die  Normale  mit  dem 
Radiusvector  einschliesst,  so  ist  ^  =  90^  +  9»  folglich 


r' 


4)  tan  ij;  := • 

T 

Eine  im  Coordinatenanfange  auf  dem  Vector  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  F,  von  der  Normale 
in  einem  Punkte  W  geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Polarsubtangente,  OW  die  Polarsubnormale.  Man  findet  OV 
=  r  tan  q>  oder 

5)  Pölarsuhtg,  =  — 7-  > 

6)  Polar subn.  =  r'\ 

die  letzte  Gleichung  lässt  die  geometrische  Bedeutung    7on  r'  er- 
kennen. 

Die  Formel  für  das  BogendiflTerential 

ds^  —  dx'^  4-  dy^ 

m 

verwandelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende 

7)  ds^  =  dr^  +  (rddy 
oder  

8)  ds  =  dd  y  r^  +  (|~y  =  dd  Vr'^  +  r'^. 

Zu  demselben  Besultate  führt  auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
zudrücken, halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

^  =  ■57' 

worin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dv  zu.  berech- 
nen isi    Die  Formel  3)  liefert 


r  —  ö  —  arccot  — , 

r 

ist 

rdr'  —  r'  dr 

dv  — 

dd  — 

r^                          rdr'  —  r' dr 

.  +  (;■)'          '•+-•* 

dr'        .  ,  dr 

r 


du  dd  .^  rr"  —  r'^ 


dO  =  —    '     .     '      du 


,r2  +  r'2         "  r2  +  r'^ 
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oder 


dt  = 


de, 


und  nun  ergiebt  sich  vermöge  der  Werthe  von  ds  und  dt 

r«  +  2r'3  —  rr"' 


9) 


Für  den  Fall ,  dass  die  Gleichung  der  Curve  unentwickelt  in 
Polarcoordinaten  ^e^eben  ist,  hat  man  r'  und  r"  nach  §.  16  zu  be- 
rechnen. 


§.24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 

I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zum  Pol,  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  und 
rechnet  den  Winkel  d  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekanntlich 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


1) 


i> 


1  +  £  cosO 


Fig.  27. 


//T 


und    in    Beziehung    auf 
Fig.  27, 

FF=r,  Z.AFF=d\ 
dabei  bedeutet  p  den 
Halbparanaeter  gleich  der 
Brennpunktsordinate  ^ff 
und  s  die  numerische 
Exentricität ,  d.  h.  das 
Verhältniss  von  r  zum 
Abstände  PN  des  Punk- 
tes P  von  der  Directrix 
DE.  Aus  Nro.  1)  erhält 
man  für  den  Winkel 
FPV:=tlf   zwischen 


Vector  und  Normale  die  Formel 


s  sin  0 


1  +  scosO 
und  für  dessen  Supplement  FP  ü ,  welches  %  heissen  möge, 


[ 

l 
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esinO 

tan  X  =  - — ■ 2 , 

1  4-  Bcosd  .  ssind 

mx  =  .y  ^  ,     stnx  = 


Vi   +  2scosd  +  «2'  -        Vi   +  2£COSO  +  «2 

Hieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptachse 
abgeleitet  werden;  es  ist  nämlich  Zl  FüP  =  d  —'  %, 

sinFüF  =  sin  d  cos%  —  cos  0  sin  % 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  %  und  sin  % 

stnFüP=  , . 

Vi  +  2scosd  +  s^ 

In  dem  Dreiecke  FP  U  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  =  r 
und  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  U  und  P  U  =  U  leicht 
zu  berechnen  sind.     Man  hat  zunächst 

^„  r  sin  X 

FU  = ^^  =  er 

sinFüP 

mithin 


r  PN'  ~  PN' 

giebt  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Di- 
rectrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Veotor  die 
Strecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
7  mit  dem  Mittelpunkte  G  verbindet  und  nachher  die  Normale 
P 17 II  TC  legt.     Für  die  Normale  u  erhält  man 

r  sin  0  -i/-- — ; — r —    .,    , — ; 

smFUP      ^  / 

mithin 

ucosx-=  r{l  -\-  scosd)=^pi 

Iiierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Projection  der  Nor- 
male auf  den  Yector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
Halbparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Yector  die 
Strecke PS=J?' ff  und  errichtet  in  S  auf  PS  eine  Senkrechte,  so  be- 
stimmt letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  U,  durch  welchen  die  Nor- 
male geht.     Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  ferner  die  geo- 

u 

metrische  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird    die  in  §.  22  für 

p 

den  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

Q  =:  —  usec^Xi 
deren  Construction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  U  auf  der  Nor- 


V 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  B  schneidet,  und 
nachher  durch  M  eine  zu  PR  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Krümmungsmittelpunkte  Q  begegnet. 

II.     Die  Lemniscate.      Auf  einer  Geraden   sind  zwei  festö 
Punkte  F  und  G  im  Abstände  FG  =  2c  gegeben,  und  es  wird  dex- 
geometrische   Ort   des    beweglichen  Punktes  P  für  den  Fall  gesucht^ 
dass  das  Rechteck  FP  .  G  P  von  constantem  Inhalte  und  zwar  gleicli« 
dem  Quadrate  über  ^FG  =  €  ist.     Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi— 
natensystem  bezogen,  dessen  rr- Achse  die  Gerade  FG  (Fig.  28)  un 
äessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  JP'  ff  ist,    lautet  die  Gleichun 
der  Curve 

V(c  —  x)^  +  y'  .  V  (c  +  xy  +  y«  =  c« 
und  nach  gehöriger  Reduction  ^ 

(a;2  +  y2)2  =  2c^  (x^  —  y«). 

Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  (x  =  r  cos  d ,  y  =  r  sin  (JO 
wird  die  Gleichung  einfacher 

_  r4  =  2c^r^co82d 

oder,  wenn  c  v2  =  a  gesetzt  wird, 

r  =  aV  cos2ü. 
Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

tan  rif  =  tan  2  0 ; 

der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und   Normale  beträgt  also  dm^ 
Doppelte  von  d,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist» 

Fig.  28.  Fig.  29. 


in.  Die  Kreisevolvente.  "Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  glei- 
teii  so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  imm«r 
berührt,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge- 
nannte Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  A  jener  Punkt 
und  zugleich  Berührungspunkt ,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sei 
QP,  der  Wälzungswinkel  AOQ=  (O,  Z.  ÄOP  =  6,  AO  =  a 
(Fig.  29),  es  ist  dann 
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QP  =  arc  QA  =  a», 
mithin  in  dem  Dreiecke  OP  Q 

r  =  aV  1  +  ß}2 ,    tan  {p  —  O)  =  o. 

Durch  Elimination  von  o  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  0  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeändert  beizubehalten  und  co  als  un- 
abhängige Yariabele  zu  betrachten.     Man  hat  jetzt 

a(o  da         dcD  —  dO  , 

Vi +  02     cos^{p  —  d) 

and  aus  der  zweiten  Gleichung 

dQ  =  sin^(G}  —  d)dG}  =---^ — -  dco, 

mithin  durch  Division 

,  _  ^  _  aV\  +  0^ 
^   ~  dÜ  ~  CO         ' 

Setzt  man  wie  früher  Z.  OPV  =  'ilf,  ^^  OPQ  =  x^  so  er- 
giebt  sich 

r'  1  1     ^ 

es  ist  folglich  %  =  90®  —  Z  PO  Q  oder  P  §  die  Normale ,  wie  zu 
erwarten  war. 

Man  hat  femer 


dr'  =  d[ — 1  = ,y  dG) 

and  durch  Division  mit  dO 

aVl  +  co^ 

nach  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 

^  =  ao  =  PQ, 

mithin  ist  Q  der  Krümmungsmittelpunkt,  wie  sieb  n^ch  der  Ent* 
itehimgBweise  der  Gurve  erwarten  Hess, 
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§.  25. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrümmten 

Linien. 

I.  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  hat  bekanntlich  zwei  Glei- 
chungen, weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werden 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa  in  der  Ge- 
stalt 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  jer,  einmal  y  eliminiren  and  erhält  dann 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  yz=(p(x),  £f  =  if(x), 

womit  die  Projectionen  derCurve  auf  die  xy-  und  auf  die  jcxr- Ebene 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  zwei  Ciu*venpunkte  P  und  Pi  betrach- 
tet werden,  deren  Goordinaten  a? ,  y ,  jer  und  x  +  ^x^  y  -\-  z/y ,  z  -|-  ^e 
heissen  sollen.     Die  Länge  der  Sehne  PPi  ist 

PPi  =  V  Jx^  +  z/2/2  4-  ^gi 

und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  FF^  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst,  durch  (T^,  6^,  (T.  bezeichnen,  so  haben  wir 

m 

Jx  1 


€08  6^=: 


Vz/a;'  +  Jy^  -f  ^z^ 


K'+^r+^r 


C08  6^  = 


^y  ^x 


dt 

/in  z/oj 


Vz/a?3  +  ^y^  +  ^^*        1/  ,    ,    /zfyV  I    /"-^'V 


V-+öl)'+(liJ 


Bei  unendlich  abnehmenden  ^x  rücken  die  Punkte  P  nnd  F\ 
einander  immer  näher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibenden 
Punkt  P  und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtung 
durch  drei  neue  Winkel  r^,  ty,  r,  bestimmt  wird;  ans  den  vorigen 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 


cosr-  == 
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1  1 


dy 


dßY        y  1  +  2^'2  4.  is'i 


dx) 


3) 


COSty   = 


dx  y^ 


cosr 


de 

dx  z' 


Der  gemeinschaftliche  Nenner  der  drei  Brüche  hat  einen  geo- 
metrischen Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  PPi  mit  ^s 
und  die  gleichnamige  Sehne  mit  -^ö,  so  findet  die  Gleichung  statt 


=I^K-  +  ©"+ 


^Jx        z/ö     jdx        jdö   Y  \^xj         \^x)  ' 

bei  verschwindenden  /dx  convergirt  — r-  gegen  die  Grenze  1  und  aus 
der  vorigen  Gleichung  wird 

oder 

5)  (Is2  =  dx'^  +  öfy2  4.  <|^2. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  für  die 
Richtimgswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

dx  dy  de 

'  ds  ^         ds  ds 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xye  aufzustellen, 
nennen  wir  |,  ^,  5  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Tangente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xye  und  haben 

I  —  X  =  rcostg,    ri  —  y  =  rcosr^,    g  —  e  =  rcost^ 

cos  Xx  COS  ty  COS  Zz 

oder  vermöge  der  drei  angegebenen  Gosinuswerthe 

7)  Llll  =  llZl~Lll£, 

dx  dy  de 

ds  ds  ds 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  XJS  pro- 
jicirt,  so  gelten  für  die  Projectionen  die  Gleichungen  . 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  den 
gleichnamigen  Projectionen  der  Gurve,  was  geometrisch  unmittelbar 
einleuchtet. 

IL  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berüh- 
rungspunkt der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Gurve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Sind  |,  i^,  J  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 

^(l-o;)  +  Bifi-y)  +  G(t-Ji)  =  0 
sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Punkt  xy£f  enthalten  muss.     Da 
ferner  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,    so  müs- 
sen ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  t^,  ty»  Tg  sein, 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 

A  :  JB  :  C  =  cosXx  '  cos r^  :  costg. 
Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cos  tx  i^  —  oo)  +  cos  Xy  (ri^y)  +  cos  r,  (?  — -  ^er)  =  0 
d.  h. 

oder  auch 

10)  |_.  +  ^(,_,)  +  |j(e-.)  =  0. 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotienten 

-rr-  und  -7-  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalten, 
dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Gurve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kennt 

man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  Linie 

angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen 

angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichun- 

dy  de 

gen  1)  zur  Entwickelung  von  -j-  und  -7-  benutzen.     Die  Differen- 

(IX  dx 

tiation  derselben  giebt  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  eine 
unabhängige  Variabele  x  und  zwei  abhängige  Variahelen  y,  z  vorhan- 
den sind. 


an  doppelt  gekrümmten  Linien. 


111 


8/ 

dx 

dF 
dx 


+ 


+ 


IL 

dy 
dF 

dy 


dy 
dx 

dy 
dx 


+ 


+ 


dz 

dF 
dz 


dz 
dx 
dz 
"dx 


und  hieraus  findet  sich  durch  Elimination 

df     dF        dF 

=  + 


dx 


dx      dz 


dx 


=  0, 


=  0, 


df_ 

de 


dF     df         df 


11) 


de 
dx 


dy 

IL 

dx 


dz 

dF 
dy 


dy 

dF 

dx 


dF 
dz 

d£ 

dy 


dF     df         df     dF 
dy      dz         dy      dz 
Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Kugelfläche  mit  einem 


Fig.  30. 


Gylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Eugelhalbmes- 
ser  zum  Durchmesser  haben, 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2  a  den  Kugel- 
halbmesser und  legen  die  X' 
Achse  in  die  erzeugende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel- 
centrum geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Curve  folgende 
Gleichungen 


/(a?,  y,  xr)  =  a:«  +  y«  +  £^2  _  4««  =  0, 
F(x,  y,  z)  =  y^  —  2az  +  z^  =  0. 
Daraus  erhalten  wir 

8/ 
dy 

8-F 

=  2y. 


8/ 

dx 

dF 
dx 


=  2x, 


=  2y, 


=  0, 


dl 

dz 
dF 


=  2z, 


dy 


dz 


=  2(z  —  a) 


nnd  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

dy  x(z  —  g)         dz  

dx  ay      '       dx 

demnach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 


X 

a 


_  x(^-a) 


ay 


(I-*), 


S-^  =  -  — (l-x), 

a 
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Die  Gleichung  der  Nonnalebene  ist 

und  bei  gehöriger  Roduction 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durch  den  G 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  spharisc 
Curve  zu  erwarten  war. 


§.  26. 

Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz p unkt  aufsuchten,  in 
chen  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  ■  Normalen  einer  I 
curve  überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  könnai 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestinuiMl 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  1 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwede 
trachten  wir  zwei  Punkte  P  und  Pj,  deren  Coordinaten  4P,  jf,  # 
X  -\-  /Ix^  y  +  ^y^  z  -|-  ^z  heissen  mögen,  und  l^en  dardi  j« 
eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  £benen  sind 

1)  {l-x)dx  ^  {ri^y)dy  -f  (t-z)dz  =  0. 

(^  —  Xi)dxi  +  {ri  —  yi)äyx  +  {t-'ei)äei  =0. 

In  Beziehung  auf  a; ,  y  ^^z  betrachtet,  ist  die  erste  Glei^üg 

ter  der  allgemeinen  Form  f  (:r ,  t/ ,  £r)  =  0  enthalten ,  die  zweiti 

ter  der  entsprechenden  Form  f  (a?i ,  yi ,  ^tj)  =  0    oder  £(*-{-. 

y  -{-  z/^,  £r  -|-  z/;er)  ==  0 ;  es  gilt  aber  immer  die  Gleidivpg 

l{x  +  ^a?,  y  +  ^y,  z  ■\-  dz)  =  i{x,  y,  z)  +  ^f(v,  y.j 

worin  ^t(x,  y,  z)  die  totale  Differenz  der  Function  f  bedeutet, 
ner  ist  f(a;,  y,  ^)  =  0,  mithin  lägst  sich  die  Gleichung 
Normalebene  durch 

2)  J[(i^x)dx  +  (n-y)dy  +  (f  — ir)(Z^]  =  0 
darstellen.     Um  noch  aunzudrückcn,  dass  später  die  zweite  X« 
ebene  mit  der  titnian  zunammc'nfallen  soll,   schreiben  wir  tf 
und  erhalten  durch  Aubführung  df;r  angedeuteten  totalen 

(i-'X)d^x  +  (V'-y)d^y    \-  {i  —  z)d^ß  ]  _ 
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oder  kürzer 

3)  (^-.x)d^x  +  (ri-^y)d^y  -f  {l^z)d^z  =  ds^. 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  i  —  z^  das  andere 
Mal  1/  —  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte;  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmen 
wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  wobei  der  beabsichtigte  Ueber- 
goDg  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  ^  ausge- 
sprochen ist.     Indem  wir  die  Abkürzungen 

4)        Z  =  dyd^ß  —  dzd'^y,  Y=  dzd^x  —  dxd^0, 

Z=  dx  d'^y  —  dy  dH 

einführen,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

and  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
von  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel,  welche  die  ge- 
nannte Grenzlinie  mit  den  Goordinatenachsen  einschliesst,  mögen  d'g , 
^i,  &g  heissen;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 

fC\         oos^x  cosd-p  cos^t 1 

X    ~     r   ~    z    ^  Yx^  +  r«  +  z^' 

Auf  die  hiermit  bestimmte  Grenzlinie  fallen  wir  vom  Punkte  T 
eine  Senkrechte  P  Q ;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rigen Erümmungsmittelpunkt,  die  Länge  PQ  z=  q  den  Krüm- 
mungshalbmesser. Sind  nun  Qx,  Qp,  Qg  die  Winkel,  welche^  mit 
den  Coordinatenaohsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

1)  i-^  X  =  QCOSQxi      fl  —  y  =  QCOSQp,      t  t-  £  =  Q  C08  Qg, 

femer  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen, 

cos  d'x  cos  Qx   +  cos  d'p  COS  Qp   +  COS  d'g  COS  Qg  =  0 , 

oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Cosinuswerthe  aus  6)  und  7) 
8)  X(|-a?)  +  Tiri-y)  +  Z(5~^)  =  0. 

Zur  Bestimmung  von  S,  i?,  S  führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Ki-ümmungsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  Ö)  als  auch  in 
der  Senkrechten  PQ  liegt,  dass  also  |,  17,  (  den  Gleichungen  Ö),  7) 
und  8)  genügen  müssen  $  hieraus  findet  man 

SehlSmilcb,  Analytia.  8 
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fc  Ydz  —  Zdy      .  , 

,  Zdx  —  Xdz      ,  - 

9)  \      n-y  =  X,  ^  Y,  ^  ^a ^«'i 

X*  -\-  Y^  4-  Z'^ 

Für  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  ei^^ält  man 
p«  =  (l-x)»  +  (ij-y)«  +  (t-t)i 
und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

10)  Q  = X2  +  r^  4-  z* ^** 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen ,  entwickeln  wir  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
X2  (^y2  4_  ae^)  4.  Y2  (^^2  4.  d[a;2)  +  Z^  (dx^  +  dfy«) 

—  2(XTdxdij  +  ZXefireia;  +  Y  Zdy  dz) 

und  ersetzen  die  Coefficienten  von  X^,  T"*,  Z*  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

<r 

e?82  —  (|a;2,      ds'^  —  dy^,      ds^ -- dz^; 

die  vorige  Quadratsumme  geht  dann  über  in  < 

(X2  +  r»  +  Z2)efs»  -^  (X(la;  +  F^^^  +  Zdz)^, 

und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  F,  Z.     Damit  verwandelt  sich   die  Formel 

10)  in  die  folgende 

11)  (>  =  -==_=. 

Vx2  -f  r2  +  z» 

Femer  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  dex 
Richtigkeit  der  Gleichung 

X2   +    r»   +    Z2  =  [(d[2^)2   4.    (d^y)2   4.    (ef2^)2  _   ((f2s)«]  dfS«. 

und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

ds^ 

^  ~  Vid'^xy  +  (d^yy  +  (d^z)^  —  (d^sy' 

diese  ist  wieder  einerlei  mit 

12)       Q  = 


-    c?s    J  L    (?s    J  L.    ds 

wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  finden 
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wird.     Endlich  kann   man  die  Formeln  9)   durch  die  folgenden  er- 
setzen 

,o\  t  9     \dsj  -     \ds/    f,  -     \dsj 

13)  J_a,  =  ^«-^_,  ,_y  =  ß«  __-,  5-^=  9* -^^. 

Nicht  üherflüBsig  ist  die  Bemerkung,   dass   man  zu   diesen  For- 
meln auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krüm- 

mungshalbmesser  als  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  --t-  angese- 
hen wird,  wenn  z/r  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Punkten  J^  und  Px  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Betrachtung  kurz 
durchführen,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
8.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist.  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bildet  mit  den  drei  Goordinatenachsen  die  Winkel  r^r,  ty,  tgy  deren 
Cosinus  an  die  Gleichmig 

14)  (cösr^)2  -f  (costy)^  +  (co8t,y  —  1 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  P|  schliesst  mit 
den  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  von  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

cos  tx  -{-  ^  cos  Xx ,  cos  Xy  -^  jd  cos  Xy ,  cos  r^t  .-f-  ^  <^os  ^t 
bezeichnet   werden   können;    für    dieselben    gilt    die   entsprechende 
Gleichung 

15)  {cos  Xa:-\-d  COS  Xj^^  -f-  {cOS  Xy  -\-^C0S  Xy)^  +  (cOS  Xg-\-^  COS  X^y  =  1. 

Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  -^r,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 

mJx  =  COS  Xx  {cos  Xjc  -\-  ^  cos  X^)   -\-   cos  Xy  {cos  Xy  -\-  2t  COS  Xy) 

+  cos  Xg  {cos  Xg-\-  ^  cos  Xg), 
Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von   der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1  — cös^r)  =  {Jcosx^y  +  {JcosXyY  -\-  {Jcosx^y^ 

,    voraus  folgt  -      

2sin\Jx  =  V  {Jcosx^y  +  {^cosXyY  +  {dcosx^y. 

Ferner  ist,  w.enn  der  Bogen  PPi  mit  /Is  bezeichnet  wird, 

ds        sin\^x  ^s 


z/r  \Jx       2sin\Jx 


und  nach  dem  Vorigen 
^s sin\dx 


2^^        l/Z^cösrAa       (/Icosx^       f/icosxX 


8* 
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Gehen  wir  nun  zur  Grenze^  fiir  verschwindende  ^s  und  /tt 
so  erhalten  wir  linker  Hand 

_.      ^s  ds 

^z         dt         ^ 

rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  ui 
mit  gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

\  /  fdcosXx\^   .    /d cos ty\^   ,  '  fdcostgX^ 

\  \-dr)  +  y-dT)  +  \-dr) 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  cost^,  cosXp,  cosXg  ( 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Erümmungs 
punktes  sowie  des  -Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allg 
welche  auch  die  unabhängige  Variabele  sein  möge;  sie  verein 
sich  ^ber,  wenn  man  eine  der  Grössen  x,  y,  ß^  8  als  unabh 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horii 
und  Verticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Vai 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  unc 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  rr,  folglich  d^x  =  ( 
ter  Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

^  =  y'  =  <3p'(a;),       ^  =  y"  =>"(a:)  u.  s.  w. 
erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9) 

17)         Q  =  \f      (^ + y" 


+  ^'*) 


'^3 


I  —   «  =  —  (>' 


y'y"  +  e'z" 
(1  +  y'^  +  e'^y 

,  ^  y"  —  iy' z" .— y"  e'W 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  "V 
von  2/,  y\  y" ,  ^»  ^'»  ^"  und  q  nur  die  vier  Variabelen  x,  |, 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungen  zw 
^y  rj,  ^  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geo 
öchen  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn 
als  unabhängige  Variabele ,  mithin  a? ,  y ,  ;8f  als  Functionen  vor 
sieht ;  es  ist  dann  d^  3  ^=  0  und 
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V©)' + (0)' + Ci$)' ' 

IL  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  erhält  man  die  Ebene  des 
Krümmungskreises,  die  sogenannte  Krümmung! ebene;  ihre  Glei- 
chung ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

x{%-x)  +  Y{n-y)  +  z{%-z)  =  0. 

Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Krüm- 
mungsebenen bestimmen.  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln,  so  brauchen  wir  nur  den  Winköl  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschliessen.  Die 
Richtungswinkel  -9'-^,  %y^  d'g  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung  ^ 

die  zweite  Grenzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,  deren  Cosinus 
durch  cos  &x  +  ^cos  d'^ ,  cos  ^y-\'  ^  cos  %'y ,  cos  %'g-\-  ^  cos  %",  darge- 
stellt werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 

{m  «•;,  +  z/  cos  O--,)«  -f  {cos  d'y  +  ^  cos  d^^y  +  (cos  O*^  +  ^cos^z)^=li 

endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel -^a>, 
dessen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird : 

cos  J  CD  =  C0Sd'x(C0Sd'x  -|-  zfcOS^'^)   +  COS  d'y  (cOS  d'y  +   /dcOS%'^ 

+   C0S%'g{C0S^g  +   ^COSd'g). 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

2(1  — cöS^a>)  =  (Jcosd':,y  +  (Jcosd'y)'^  +  (^COS^g)^, 

isinlJa  =  V  i^cos d':,^  +  {J cos %'y)J  +  (^ cos ^g)\ 
Ferner  ist 

jds        8in\^G}  ^s 


d(Q  l^Gi        2sm\JfXi 


V(^)'+(^)'+(^)'' 
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boim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  jds  und  ^(O  wir3 
lAm  —z —    r=  -- —  und   diese  Grösse  nennt  man  den  Halbmesseir 


der  zweiten    Krümmung   oder  den    Torsionshalhmesser; 
liegt  senkrecht  zum  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  durch 
die  Formel 

21)  Ol  =  —-jr i ^• 

y  \~d7~)  +  vTT')  +  v'ir') 

Differenzirt  man  cosd'^.f  cos%'y,  cosd'g,  indem  man  ihre  Wertho 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22)  U=TdZ—ZdY,  V=ZdX—XdZ,  W=XdY'-YdI, 

Ri  =  X2  +  Z2  +  Z» 

einführt,  so  findet  man  leicht 

^      ^        VZ—WY  ^      ^       WX—UZ  ^      ^        UY—Yl 
dCOS&ai  = ^gg ,  dcos%=^ — ,  dC08^z= — — -, 

(dco8d':,y  +  (dcosd'yy  +  (dcosd-,)^ 

_  (U^  +  F«  +  W^)  (X^  4-  r«  4-  ^^)  -  (UX  +VY+  WZ)\ 

zufolge  der  Werthe  von  U,  F,  W  ist  aber  UX+VY+  WZ—Os 

mithin 

m  -L.  F2  4-  W^ 

(dC0Sd':,y  +   (dC0S^j,y  +   {dcOSd-.y^  =  x>a  » 

JtV* 

R^ds 


23)  Qi  =  — = 

V  ü'  +  F2  +  W^ 

Um  Z7,  F,  TF  weiter  zu  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst 

dX  =  dyd^e  —  ded^y^  dY  =  dssd^x  —  dxd^z^ 

dZ  =  dxd^y  —  dyd^x, 

und  leiten  hieraus    CT,  F,  W  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  Ab^ 
kürzung  setzen 

24)  S  =  (d^xd^y  —  d^yd^x)de  +  {d^zd^x  —  d^xd^z)dy 

+  (d^yd^z  —  d'^zd^y)dx; 
wir  erhalten 

U=  Sdx,     V=Sdy,     W=Sdz, 

V  CT»  +  F«  +  TF2  =  sVdx^  +  dy'^  +  dz'^  =  Sds, 
mithin  nach  Nro.  23) 

25)  ,,  =  ^'  +  ^'  +  ^\ 
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Wenn  far  alle  Punkte  einer  Curve  die  Gleichung  S  :=  0  be- 
steht, 80  ist  pj  =  00  ,  d.  h.  je  zwei  auf  einander  folgende  Krümmungs- 
ebenen fallen  zusammen.  Die  Gleichung  S  ==  0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  eine  im  Räume  liegende 
Curve  eben  ist. 


§.  27. 
Tangentialebenen  und  Normalen  an  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
ten Foim 

1)  F(x,y,z)  =  0 
oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  ^=f{x,y) 

gegeben  sein,   jedenfalls    enthält    sie   zwei   unabhängige   Variabele, 


Fig.  31. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Coordinaten  OM=x 
und  MN=  y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Coordinate  N'P  =  0  von 
X  und  y  abhängt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 
X  um  MMx^=^NNx=Jx 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  des^,  welche 
durch  /d  Zx  bezeichnet 
werden  möge;  ebenso 
führt  die  partielle  Aen- 
derung des  y,  nämlich 
iV'iVi  =  ^y,  zu  einer 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung des  ^,  die  /izy  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 
Punkte  P,  Pi ,  P2 ,  deren  Coordinaten  sind 

legen  wir  eine  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 
3)  i  =  A^-\-Bri+  G-, 

die  Goefiicienten  Ä,  B,  G  müssen  dann  folgende  Bedingungen  er- 
füllen 
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4)  z  =  Ax  +  By  +  C, 

z  +  ^Z:,  —  A{x-\-  /Ix)  -I-  J9y  +  0, 

Hierans  erhält  man  leickt 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  Pi  P2 

Bei  verschwindenden  ^x  und  -^y  fallen  die  Punkte  P,  Pi,  -P? 

in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 

einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  BerührüngsebeDe, 

^  z  ^  z 

die  partiellen  Differenzenquotienten      .  '  und     ^  ^  gehen  in  die  ptf- "  I 

()  z  ()  z 

tiellen  Differentialquotienten  -^ —  und  -^—  über,   und   daher  ergiebt 

.sich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene.  • 

Dass  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
.  Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be- 
rührungsebene heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x^  y,  a  und  x  4"  ^^9 
y  -\-  z/y,  z  -\-  zfz  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

* 
Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und   lassen  ^x^  ^y,  ^ z  gegen 
die  Null   convergiren,  so  wird   die  Secante  zur  Tangente,   und  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

Der  Uebergang  von  einem  Flächenptinkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  ^o;  ab 
/iy  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderong  des 

z  berechnet;   es  ist  daher  -7^ ,  mithin  auch  —^  eine  ganz  beliebige 

Grösse  g  und  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tan- 
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gente  des  Winkels  zwischen  der  a;- Achse  und  der  Horizontalprojec- 
tion  der  Tangente.     Andererseits  hat  man 

,  9-8r    ,      ,     8;er    _  dg         'dz     .     de 

dz  =  -5—  dx  +  -^^  dy,     -r—  =  -^ h   o—  3» 

dx  dy  dx         ox         oy 

folglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xyz  gelegten 
Tangente 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  a;- Achse  und  der  Horizon- 
talprojection  der  Tangente  von  0®  his  360^  gehen,  mithin  q  alle 
Werthe  von  —  00  his  -f-  00  durchlaufen,  so  erhält  man  rings  um  den 
Pankt  ajyjer^herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  jener  Tangenten  ergieht  sich  durch  Elimination  von 
;  g  ans  den  heiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Coordinatcnachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
ten Stellungswinkel  der  Ebene),  mögen  v^,  Vy,  Vg  heissen;  nach  bekann- 
ten Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  5) 

dz  •  - 

dx 


COSVx  =  — 


V  ©■+©•+ 


dz 


6)         (       cosv,^ ^ 


V(U)'+(U) 


="• 


2 

+ 1 


C08V,  =   -\- 


V(lf)'+(U)'+' 


Eine  im  Berühnmgspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
errichtete  Senkrechte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt ;  ihre 
Richtongswinkel  sind  identisch  mit  v^i  Vy,  Vg  und  daher  durch  die 
Formeln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
»ye  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Kegeln 
leicht  aufzustellen;  man  findet 
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wobei  man  sich  die"  Noimale  auf  die  £benen  ^ß  und  ye  projicirt  zu 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partiellen 
Differentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  oder 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 

dF  dF 

dz  dx  de  dy 


dx  dF_'  dy   ~    dF 

dz  dz 

Im   letzteren   Falle   nimmt  die  Gleichung  der  Beruhrungsebene  fol- 
gende symmetrische  Gestalt  an 

dF  dF  dF 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 


')     -=V(ifj+(fy+(ifx. 

so  erhält  man  aus  Nro.  6) 

dF  dF  dF 

dx  dy  dz 

10)  COSVx  =      \^     ,       COSVy  =z  — ^,       C08VgZ=i 


und  als  Gleichungen  der  Normale: 


H) 


dF    ~     dF    ~     dF 


dx  dy  dz 

Passende  Beispiele  für  alle  diese  Formeln  bieten  die  Flächen 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichun- 
gen von  der  Form  z  =  Ax^  -\-  By^  sind,  wird  man  sich  der  Fo^ 
mein  5),  6)  und  7)  bedienen;  bei  den  centralen  Flächen,  deren  Gl^ 
chungen  in  dem  Schema  Ax^  -f-  By'^  +  Gz'^  -f-  D  =  0  enthaltet 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  11)  bequemer,  weil  dmä. 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  £llipsoid  Z.B4 
dessen  Gleichung 

x^  V^  z^ 

—  +  —  +  - 1  =  0 

a«   ^    62    ^   &^ 

ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 

^  (1-^)  +  |-  (n-y)  +  -^  (S-^)  =  0 

oder 
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a^  0^  c^ 

woraus  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  die  Berührungsebene  von  den 

Coordinatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  — ,  — und — sind. 

X       y  z 


§.  28. 

Die  ETümmung  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es   das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  uuter- 
Buchen,  welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen   und  der  Fläche  be- 
sitzen.  Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausfahren.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xy e  mögen  sein 
1)     l-o; +i>(e-;er)  =  0  und  1}  — y  +  2(g-ir)  =  0, 
wobei  wii*  zur  Abkürzung 
o\  öjer  dz 

gesetzt  haben ;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  a|  +  /Ji,  +  yg=l; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
chung 3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt«  §  und  1}  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

(Y  —  ccp  —  ßq)  ^  +  ax  +  ßy  +  (ccp-\-ßq)  z  =  1, 

ond  diese  Gleichung  kann  für  jedes  5  Dur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  z=  ccp  +  ßq, 

5)  ax  -\-  ßy  -\-  yz  =  \ 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Normal- 
schnitt nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  rr,  «/,  z  für  |,  ly,  f  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  z  =/(a?,  y)  einmal  z^  das  andere  Mal  y 
eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab- 
hängige Variabele  angesehen,  nach  Formel  17)  in  §.  26, 
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Q^  {dx^-\'dy^-\'dz''y  ' 

ferner  durch  Differentiation   der  Gleichungen  der  Fläche  und  der 
Ebene: 

rfxr  =  — (fa;  +  —dy^pdx  +  g^dy, 

a  dx  -\-  ßdy  -\-  ydz  =  0^ 
und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d^z  =  rdx^  +  28  dx  dy  -f  idy^  +  qd^y, 
ßd-^y  +  yd^z  =  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 
-X  —  ^         _     ^^^  _  8'^ 

Aus   den   obigen   Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 

dy  «  +  l>y        dz        pß  —  qa 

dx  ß  -{-  qy*      dx         ß  -\'  qy 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

so  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d^y  _  My  d^z  _      Mß 

dx^~        /3  4-  qy'     dx^  ~  ß  +  qy 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

Ja?^  +  dfy«  4-  dfjg«  _  (/3  4-  qy^  +  («  +  jpy)»  +  (P/^  —  g«y 

wobei  sich   der   Zähler    mit  Eücksicht  auf  y  •=.  pa  -|-  qß  in  die 
Form  bringen  lässt: 

«»a+äO  +  /3ni+J'')+2(ai)4-/Sä)y  +  (p*  +  3*)y*-2«/Ji>j 
=  (a»  +  /J»  +  y»)  (1  +  i>*  4-  «*)  —  «V  —  /J«g»  —  2  a|8|>g  +  y« 

=  («»  +  /»»  + y')  (1  +p»  +  «»); 

demnach  ist  also 

dx'^  +  rfj^^  4-  c?£r2  _  («8  +  /3>  +  y«)iV^« 
^  dx^  ~         03  +  y«)« 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 
10)  -ZV^2  =  1  +  jp«  +  2«. 


I 
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Man  hat  nun  weiter 

dx^         ~  (ß  +  ya)'  "    ß  +  Yü 

und  zufolge  der  oben  bestimmten  zweiten  Differentialquotienten  von 
y  und  X: 

fdyd^x  —  ded'^yy  ,    fd^yY  ,    fd^eV       («^  +  /32  -f-  y^)M^ 


^)'+(S)'+©)'=^ 


dx^  J     '    \dxy     '    \dxy  {ß  +  yqy 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tution erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes: 

^  Q    ~  Jy8(a2  +  /32  +  yi) 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  -]-  yq  aus  9)  und  11): 

,2)  -L= ^^ 

dt/ 
Bezeichnet  man  *-^  Kurz  mity',  setzt   für  dg   seinen    Wertli 

dx 

pdx  -{-  qdy  =  (jp  -\-  qy')dx,  und  für  M  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r  -|-  2sy'  -{-  ty'^j  so  hat  man  noch 
n\  J_  _  r  +  2sy'  +  ty'^ 

'  Q      Nil  +  y"  +  (p  +  ay'n' 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differentialquotienten  p^  q,  r,  s,  t  von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig,  unabhängig  dagegen  von 
a,  j3,  }^,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nur  y'  enthält  a,  ß,  y;  denn  es  ist 

/  _  _  tt  +  yj>  _  _  c  +  («j?  4- <^ g)jp      _  '^Ic'^^ 

»  ß  +  n  ß+(ap  +  ßq)q  l.(i+g.)+^3 

and  es  hängt  demnach  y' ,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Norroal- 

sclmittes,  von  dem  Verhältnisse  -^  ab.    *  Aendert  man   dieses  fort- 

a 

während,  bo  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male, zugleich  erhalten  y'  und  —  andere  Wei-the  und   man  kann 

Q 
'    demnach  die  Krümmung  als  Function  von  ^'   ansehen.     Nach  dem 

Theoreme  in  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,   so   lange  der  Differential- 
quotient  (?( — j'dy'   positiv  bleibt,    und  sie   nimmt  ab,  so  lange 
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er  negativ  ist;   ein  Wechsel  der  Krümmaug  findet  also  in  de 
Falle  statt,  wo 


(i) 


d 
Q 


=  0 


dy' 

wird ;  durch  Ausführung  dieser  Differentiation  erhält  man  als  Bedi 
gung  dafür 

14)  Q(8  +  ty')  =  N[y'  +  (p  +  gy')  q]. 

Elimiuirt  man  Q  ans  dieser  und  der  ErfimmangsgleichuDg, 
fulgt 

r^2sy'  +  ty'^  ^  1  +  y'^  +  (p  +  g»0' 

s  +  ty'  l>3  +  (l+3»)y' 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 

15)  [(l  +  q^)s-^pqt]y'^  +  [(l  +  q^)r  ^(1 -]- p^)t]y' 

Die  Auflösung   dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Wert 

von  y\   mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  -^,  für  welc 

a 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krü] 

mung  stattfindet.     Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  DiflPere 

tialquotienten  2>  *  9«  r,  s,  t  in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimm 

Werthe  haben,   dass  also  xyz  keinen    ausgezeichneten   Punkt  (^ 

z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.     Die  Gleichung  15)  zeigt  nun   die  E: 

stenz  von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  m 

dadurch  erfahren  kann,   dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  inde 

man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte   der  Coordinaten   und  c 

Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.     Es  ist 

diesem  Falle  a;  =  y  =  ^  =  0 ,   ferner  constant  g  ==  0;  die  Gl 

chung  der  Tangentialebene  wird  p^  -f-  qri  ^=  0  und  diese  kann  1 

alle  7]  und  5  nur  bestehen,  wenn  p  =  g  =  0  ist.   Die  Gleichimg  1 

verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  i/ =3?  tew 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Co( 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

/        ^y 

;  y    =  -r-  =  taniö^ 

dx 
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mHIiin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

r  —  /  " 

ian^oa  A ian^  —  1=0, 

s 

deren  Wurzeln  tan  Oi  und  tan  O2  heissen  mögen ;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

t  —  r 

0  tan  (Dl  -|-  tan  03  = ,    tan  «i  tan  02  =  —  1  > 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (cö^  —  0)2)  ==  0  ist. 
Daraas  folgt  di  —  O2  =  +1»,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Haaptnormalschnitte  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung  aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  Qy  sondern  y*  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 


N 


=  X 


gesetzt  werden  möge.     Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 
X(r  +  2sy'  +  ty'^)  =  1  +  /'^  +  (i?  +  qy^ 

X{s-^ty'\   =i?g  +  (l+g2)/,  # 

nnd  wemi  man  y*  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
80  erhält  man  zunächst : 

M*-(l  +  «^  — ^0^  +  28(1 +g2  — AO(As—jp  2)  + ^(As—jpg)2] 

==(l+i?2)(l  +  g2_A0-24-2i?g(l+ö^-A<)('^s-i>3) 

+  (l+22)(As-pg)^ 

oder  durch  Rednction  auf  Null: 

(1+3«— A0[(l+J>*-^r)(H-a«-A0-(p3-As)2]   =rr  0. 

Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
TOrhin  substituirte  Werth  von  y\  nämlich 

,  As — pq 

y'  = 


1  +  a^-^xt 

unendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 
muss  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 
bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  A : 

{rt^s^)X2^[ril+q^)^2pqs  +  t(l+p^)]X+l+p^+q^  =  0, 

und  vermöge  des  Werthes  von  A  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)    (rt  —  8^)  Q^  —  [(l  +  q^)r  —  2pqs  +  (l  +  p^)t]NQ  +  N^  =  0, 
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Nennen  wir  Qi  nnd  Qq  die  Warzeln  dieser  Gleichnng,  80  fiaden 
zwischen  dem  grössten  '  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  im 
Punkte  a;^jer  die  Beziehungen  statt: 

17)  Qi  +  Q,  ..- y^-:—^ -AT, 

18)  Qi  Qi  = 


rt  —  8^ 

Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowol» 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt  dar 
her  nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  w&hlen,  8< 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  o^  und  cij  die  Weiih.« 
Oi  =  0  und  G)2  =  l^t  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

r  —  t 

tan  (Ol  -{-  tan  ©j  = 

r t  , 

wird  jetzt  oo  = und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  8  =  0  seil 

s 

muss,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.    Di« 

Formel  13)  wird 

1    _r  +  ty''i 

Q    —  1+2/'^' 
oder  wenn  y'  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Eben, 
irgend   eines  Normalschnittes  gegen   die  Ebene  des   ersten  Haupt: 
Schnittes  (^i)  bezeichnet: 

=  rcos'^v  -j-  tsin^v. 


Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  =  i;r,  also 

—  =  r  —  =  t 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

1  cos^v    ,     sin^v 

19)  —  =  — —  + 


Ql  P2 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollst&ndig  di 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xya  gelegtem 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  de; 
Hauptschnitte ,  aus  1 9)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Noc 
malschnittes ,  welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  ' 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall,  in  welchem  WL'. 
den  Xi  y,  JS  solche  Werthe  ertheilt,  dass 


20) 
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rat 
wird;  es  ist  nämlich  miter  dieser  Voraussetzung 

(l+p^)(l+q^)  _  p^       (1+P')il+^)  ^  rl 
rt  s«    '  jp2g2  s«  ' 

woraus  man  leicht  findet: 

1  +  j»>  +  a»  =  jv»  =  i>»a«  ^^^^. 

Die  Gleichongf  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 
welche  die  gleichen  Wurzeln 

besitzt.     Aus  Nro.  19)  erkennt   man  weiter,   dass  jeder  Normal- 

schnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  —  =  —   besitzt; 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Kreispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichmig  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  x,  y,  z, 

Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 

9\  9% 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

9 
anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Nermalschnittes  zu,  wie  man 

aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliclie  Kor- 
malschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Raames  zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  (ij  und  q^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin)  der 
eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen;  die  Tangentialebene 
Hegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Eine  derartige  Fläche  ent- 
steht z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Gurve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  d«n  obigen  zwei  Gattungen    von  Flächen,    welche  die 
Namen  der  concav-concaven  und  der  convex-concaven  Flächen  führen, 

SeblOmilcb,  Analysia.  9 
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giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der  einei 
zur  anderen  Gattung  bildet ;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  de: 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Erümmong  Null  besitzt,  d.h 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  di< 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini 
gen  Nonnalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge 
nannten  Flächen  die  Eigenschaft  zukommt ,  von  einer  Ebene  nicli 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werden 

Nennen  wir die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  für  diew 

Q1Q2 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als  analytisches  Kennzeichei 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  18)  rif  —  S*  =  0,  oder: 

dx^  '  8y2        \dx  dyj  ~    ' 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sichgeo 
metrisch  von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinandersetzun 
gen  hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


§.  29. 
Einhüllende  Curven. 

In  der  Gleichung  einer»  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausse 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  nocl 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  di 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solch 
Constante  sei  h  und 

1)  F(x,y,h)  =  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  Giebt  man  dem  Ä  verschi« 
dene  Werthe  5 ,  2  Ä ,  3  Ä ,  4  Ä  etc. ,  so  erhält  man  eine  Eeihenfolg 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  6« 
stalten  oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  c 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die 
sem  Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  de 
Durchschnittspunkte.  Nennen  wirÄ  irgend  einen  individuellen  Wert 
des  Ä,  und  Ä  -|-  Ä  den  nächsten  Werth  von  Ä,  so  gelten  für  de 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  bes 
den  Gleichungen 
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oder  auch 

2)       ir(:,.y,fc)  =  0und^:^li^^*±4^1^:^^li^=0; 

die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  findet  sich  nun 
durch  Elimination  von  k  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
von  der  Form  f(Xy  y,  ö)  ■=  0  sein.  Lassen  wir  d  gegen  die  Nujl 
convergiren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander und  die  Grenzgleichung  /(a;,  y)  =  0  bestimmt  den  geome- 
trischen Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
Durchschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich 
durch  Elimination  von  h  aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


F(x.y.*)  =  Ound    8J-(y>»')^o. 


Fig.  32. 


I.  Das  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  AG  =  BC  =  c  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  MN  so,  dass 
immer  CM  =^  5^  ist;  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  Ä  C  als  Abscissen-,  B  C 
als  Ordinatenachse  und  setzen 

CM  =  BN  =  Je, 

so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden 


X 


+ 


y 


=  1, 


&+-«    '    c--(Aj+d) 

oder  auch,   wenn  man  die  Brüche  wegschafft,   die  zweite  Gleichung 
?on  der  ersten  abzieht  und  mit  8  dividirt, 

(c  —  k)  x-\-ky  =  k(c  —  k), 
2k  —  C'-x  +  y  +  8  =  0. 

Der  zweiten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  k  entnehmen 
and  in  die  erste  substituiren;  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  lau- 
tet dann 

«'  +  y-  —  2a;y  —  2cx  —  2cy  +  c^  —  3«  =  0,  " 

9* 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Durchschnitte  aller  Ge- 
raden liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  Mund  JV jedesmal  um 
ä  fortrücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  man 
daher  als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 


x^  +  y^  —  2xy  —  2cx  —  2ep  +  c^  =  0 


oder 


Y7-\-Vy=Vc 

Dasselbe  findet  man  unmittelbar,  wenn  man  k  aus  den  Glei- 
chungen 


X 

k  ^  c  —  k 


=  1     und 


_  f.  +  ^ 


0 


eliminirt*).     Beiläufig  werde  noch  bemerkt,  dass  der  Schätel  dieser 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  CD  liegt,   dass  sie  von  ÄC 

b3\  I 

und  J?0  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  = -^7^  ist.  l 

n.    In  Fig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  GJD  die  Trennungs- 
linie zweier  durchsichtigen 
Media    von    verschiedener 
Brechbarkeit,  FM  ein  licht- 
strahl,  welcher  bei  M  jene 
Trennungslinie    trifft    uno. 
nach  dem  bekannten  Gesetzt 
sinNiMP 
sin  N  MF 
gebrochen  wird;  man  such't 
die  einhüllende  Curve  alle:^ 
gebrochenen  Strahlen. 
Nimmt  man  C   zum  Coor-- 
dinatenanfang ,    den    ung©^ 
brochenen  Strahl   CX  zu^ 
ic- Achse,  CD  zur  y-Achs^ 
und  setzt  :FC=c,  CM=Js^9 

1  —  m^  =  n^,  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah^ 

les  MF 


*)    Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  des  Differentiales« 
Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen  Ab-' 

c 

ständen,  so  ist  (T  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etWa  (f  =  — ;  andererseits 

fi 

muss  <f,  insofern  es  einen  Zuwachs  von  k  darstellt,  mit  Jk  bezeichnet 
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mlc  .    . 

V  C2  +  W2  Jfc2 

oder  0 

4)  »w2  Ä^a;«  _  (c2  ^  ^j  ^2)  (y  —  A;)2  =r  Ol 

Partiell  in  Beziehung  auf  k  differenzirt  giebt  dies 

5)  m^Ux^  +  (c2-|-w2Ä;2)  {y  —  h)  —  n'^h  (y  — ä;)2  =  0; 
multiplicirt  man  dies  mit  Tc  und  subtrahirt  von  dem  Producte  die 
Gleichung  4),  so  lässt  sich  der  Rest  mit  y  —  k  dividiren  und  bleibt 

c^y  +  w^Ä»  =  0    oder     h  =  —  ^  ^; 

multiplicirt  man   dagegen  Nr.  5)  mit  y  —  k  und  addirt  Nr.  4) ,  so 

kommt 

w2a;2y  — n2(y  — A;)3  =  0     oder    y  — Ä;  =  y^?^^. 

Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  k  addirt,  erhält  man 
als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 


y--  V  Tr+  V  -ar- 


oder 

Für  w  >  1  «harakterisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
Ellipse,  für  w  <;  1  eine  Hyperbelevolute;  die  gebrochenen  Strahlen 
stehen  also  im  ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
einer  Hyperbel  senkrecht.    In  jedem  Falle  ist  F  ein  Brennpunkt  des 

Kegelschnitts  und  seine  Haupthalbachse  =  mc  oder  =  — ,  wenn  fi 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

in.  Man  sucht  die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegen  und  deren  Peripherien 
durch  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
Achsen  der  Ellipse  CA  =  a,  CB  =,5  (Fig.  34  a.f.  S.)  zu  Coordi- 
natenachsen  und  bezeichnet  die  Coordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
mitp  und  q,  sowie  mit  r  den  Radius  eines  Kreises,  welcher  jpg  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  G  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


werden,  und  es  ist  daher  Jk  =:  —  Bei  unendlich  wachsenden  w,  d.  h, 

bei  stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  M,  convergirt  Jk  gegen  den 
asymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an  die  Stelle 
von  Jk, 


7} 
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«i    ^    hi 


•    ("  —  Py  +  (ff  — «)*  =  f»; 
P*  +  2*  =  r*- 
ans  den'  beiden  letzten  folgt 

8)  x^\  y^  —  2px- 

Fig.  34. 


gy  =  0. 

Der  veränderliclie 
Parameter  ist  hier  j),  nud 
fttr  g  w&re  Bein  Werth 
aus  Nro.  7)  bu  subati- 
tuiren,  doch  bleibt  die 
Rechnung  ByrametriBcher, 
wenn  man  die  zwei  Glei- 
ohnngen  71  und  8)  mit  p 
nnd  q  beibehält.  Durch 
partielle  Differentiation 
derselben  erhält  man 


9) 


py 


-4J=o- 


b' 


AuB  den  Gleiohnngen  7)  and  9)  finden  eicli  j)  nnd  q,  und  wenn 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  subetituirt,  so  ergiebt  sieh 
10)  (rt'  +»■)•  =  (2«)'»'  +  {2b);' 

als  Gleichung  der  gesuchten  Corve;  letztere  ist  die  Fuesponktlime 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  nnd  2E>  constroirten  Ellipse. 

lY.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  im 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weife 
dargestellt  werden.     Die  Gleichung  der  veränderlichen  Cnrve  sei 


11) 


rei  veränderliche  Parameter  x  und  X,  welche  aber 
ider    unabhängig,    sondern    durch    die  Bedingimga- 


nicht  von  ei 

gleich  ung 

12)  9(«.A)  =  0 

verbunden  sein  mögen.      Das  Nächstliegende  w&re  nun,  erst  il  am 

11)  und  13)  zu  eliminiren  nnd  dann  partiell  in  Beziehung  auf  X  lu 

difFerenziren ;    man    kann  aber  auch  den  umgekehrteiT  Weg  gehen, 
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wenn  man  die  Aenderung  beachtet,  welche  k  in  Folge  der  Aenderang 
von  X  erleidet.     Aus  Nro.  1 1)  folgt  nämlich 


dF        dF 

dx  ^  dx  ' 

dx        °' 

andererseits  ist  nach  Nro.  12) 

dtp 

dX 

dx 

dx 

d(p  ' 

dl 

nnd  wenn  man 

dies 

in  die  vorige 

Gleichung 

substitnirt , 

80 

erhält 

man 

dF 
dx 

dF 

dl 

13) 


d(p  8<p 


doi  dk 

Durch  Elimination  von  x  und  k  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  und  13)  gelangt  lüan  wieder  zur  Gleichung  der  einhüllenden 
Curve. 


§.  80. 
Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingange  von  §.29  angestellten  Betrachtungen  sind 
Cast  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
eiuer  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird,  welche  dadurch  entstehen, 
dass  man  in  der  Flächengleichung 

F(x,  y,  ;er,  x)  =  0 

der  Gonstanten  x  stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Werthe 
beilegt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  F(x,  y,  jr,  x)  =  0     und     ^    g^^  ^  =  0 

die  Grösse  x  eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfiäche  auf  der 
f-Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
Abstände  des  Centrums  vom  Coordinatcnanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Eugelfläche 

I  x^  +  y^  +  (e-»y  =  (qx)i', 
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partiell  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  gieht  dies 

—  (js  —  x)  =  g*x 
und  durch  Elimination  von  x  findet  sich 

JJ.2  _L.  ^2  :=  — ^ gi 

1  —  2* 
als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.    Für  q}  <^  1  is^  letzter« 
Rotationskegel,   dessen  Achse  mit  der  ^er- Achse  zusammenfallt, 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  aresin  Ci  einschliessi. 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegebenen  Fl 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bedlnj 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen 
in  Nro.  IV.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichu 

2)  ^(a?,  y,  jer,  X,  A)  =  0     und     9)(x,  A)  =  0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 

8F  8JP 


8y  8y  ' 

8x  8A 

und  nachher  sind  x  und  A  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  elimii 
Endlich  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  gegebene  Fla 
gleichung  drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwe 
dingungen  gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen 
liegen 

I    9?(x,  A,  |u.)  =  0,         t^(x,  A, /x)  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  A  und  [t  implicite  Functionen  von  3i 
daher  führt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichunge: 

8JP    ^     dF     dl     ,     dF     du 

öx    ^   ÖA       dx    ^  du      dx  • 

8y         8y      dX         d(p      dfi  

"ax"  "^  "FT  *  löT  "^  "öfT '  "^  ~  ' 

8x    "*"  8A    '  dix    "^   8ft  *  dJx  ~"    • 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  -7^ —  und  77^; 

8x  8x 

man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichung  ein,   so 
diese  über  in 
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.  dF/d(p  dp       8y   dtfA       dF/dtp  ^__^  8»\ 

dFfdcp   d^_d_^  dt\  _  ^ 
"*"  dji  \dx    dl        dl    »x/ ~"    ' 
und  die  Gleich6ng  der  einhüllenden  Fläche   ergiebt  sich  nun  durch 
ElMnination  von  x,  A,  fi  aus  den  vier  Gleichungen  4)  und  5). 

IT.  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  willkührlich  betrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
mehre  Parameter  vorkamen,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
gen  vorhanden,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
TOD  X  gelt^  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 
6)  F{x,y,e,7C,X)  =  0, 

und  es  werde  zunächst  x  allein  um  8  geändert ;  die  neue  Gleichung 

F{x,  2/,^,  x  +  d  ,  A)  =  0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 
V  Fjx,  y,  jg,  x  +  3,A)  —  F{x,y,  z,  x,  A)  _^ 

charakterisirt  dann  eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
Lage  und  von  anderen  Dimensionen.  Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
dass  k  allein  um  €  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 

Qx  F(x,  y,  g,  X,  k  +  6)-'F(x,  y,  ^.,  x,  A)  _^ 

s 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
Gleichungen  6),  7),  8)  correspondiren ,  in  einem  Punkte  xye^  und 
wemi  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x  und  k  elimi- 
nirt,  so  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Dorchschnittspunkte ,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  ^x 
=  ö,  und  k  immer  um  /l  k  =i  b  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergirenden  8  und  6  folgen  die  erwähnten  Durchschnitts- 
punkte stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
Gleichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

.  F{x,y,z,%,k)  =.0, 

Ö)  I    dFjx,  y,  Zj  X,  k)  dF(x,  y,  z,  x,  k) 

I  o ^^  ^>  ön —  ^ 

[  8x  ok 

die  beiden  veränderlichen  Parameter  x  und  k  eliminirt. 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraholoid  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraholoides  gehen.  Nen- 
nen wir  a,  &  die  Halbparameter  des  Paraholoides,  und  X,  A,  ft  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  haben 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

(a;-x)»  +  (3f-Xy  +  (xr-^)»  =  q\ 

wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

'*  =  -&  +  T^        (,*  =  x*  +  ^»  +  f*»- 

Setzt  man  die  Werthe  von  p'-*  und  /x  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  wird  letztere 


x^ 


+  2/'  +  -8r2  -  2X0;-  2Xy  ^  (^—  +  — J£r  =  0; 


durch  partielle  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  A  ergiebt 
sich 

X  +  ^^  =  0,  y  +  —5=:  0, 

a  0 

und  durch  Elimination  von  x  und  X 

(x2  _j_  y2  _^  jer2) jer  4-  ax^  +  by^  =  0. 

Die  einhüllende  Fläche  ist  hier  dieselbe  wie  die  Fasspunkt- 
fläche eines  elliptischen  Paraholoides  mit  doppelten  Parametern*). 
Für  das  hyperbolische  Paraholoid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  ft  enthält,  welche  an  eine 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.  Man  hat  jetzt  zwei  Gleichungen 

10)  F(x,y,  js,x,  l,  ii)  =  0,  9(x,A,^)  =  0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  fi  eliminiren,  um  nur 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage- 
gen wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  bis 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  /x  eine  implicite  Function 
von  X  und  A  ist  Durch  partielle  Aenderung  von  x  erhält  man 
nämlich 

dic    ■'"   dii    dx   ~"    '  ax    "^   8|x    8x   ~" 

mithin,   wenn  man  den  Werth  von  -^^-  aus  der  zweiten  Gleichung 


*)  Siehe  des  Verfassers  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  3.  Aufl. 
S.   266. 
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in  die  erste  einsetzt, 

dF  8y         dF  8y  _Q 

Die  partielle  Aenderung  von  A  führt  zu  der  analogen  Gleichung 

dF  d<p         dF  dcp  _ 
dl    d(i         dii    dX   "~    ' 
beide  Differentialgleichungen  können  in  der  Form 

dF  dF  dF 

11) 


8x 

dk 

dii 

dcp 

"     dcp     ~ 

~     dq) 

dx 

dk 

d(i 

osammengefasst  werden,  und  man  findet  nun  die  Gleichung  der 
inhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x,  A,  ft  aus  Nro.  10) 
ttd  11). 

Beispiel  weis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
iren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  EUipsoide  liegen,  und 
Ten  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoides  gehen, 
nd  a,  &,  c  die  Haihachsen  des  EUipsoides,  x,  A,  fi  die  Coordinaten 
aes  Kugelcentrums,  so  hat  man  als  Gleichung  der  heweglicheu 
ngelfläche 

x^  -\-  y^  +  0^  —  2ocx  —  2Xy  —  2iiz  =  0, 
ihm  X,  A,  (i  der  Bedingung 

^  +  Tr  +  f -1  =  0 

nügen  müssen.     Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

>     a^  _  h^ c^ 

X  A  fi 

id  durch  Elimination  von  x,  A,  ft  ergieht  sich 

(x^  +  y2  +  ^2)2  ~  4  (a2  ^2  ^  ^2y2  ^  c«  m'^). 

Die  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
u  den  doppelten  Achsen  construirtes  Ellipsoid.  Für  die  übrigen 
mitralen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 


.&V 


Oap,  IV. 

Die    vieldeutigen    Symbole. 


§.31. 

0 
6 


Die  Formen  S  und  oo  —  oo. 


L     Wenn  die  Functionen  ip(x)  und  if(x)  for  einen  specieUeii 
Werth  von  or,  etwa  für  x  =  a^  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

trfr\ 

der  Quotient  — 7-r-  in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  R  an,  dici 
bekanntlich  rieldeutig  ist.  Um  den  wahren  Werih  dieses  Bruches 
zu  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten      ;  (    als  die  Grenze,  wel- 

eher  sich  -^^7 — r~rr  l^^^i  verschwindenden  S  n&hert    Weiren  der  Vor- 

aussetzung  ^((i)  =  0  und  i'(a)  =  0  ist  nun 

y (g  -f,  a)  —  y(a) 

fp(a  +  <)  _  y(ff  +  g)  —  y(<i) d 

*(rt  -h  d)  ~  t{i9  4-  d)  —  t{ti)  ~  »(g-f  a)  —  »(g)' 

8 
und  hieraus  folgt  durvh  Vob^rgang  zur  Grenze  für  verschwindende  ä 

d.  h.  in  dem  bosondoron  Fallo  x  •—  ii,  für  welchen  q)(x)  und 
v(x\  sich  auuuUireiu  wordou  dio  sonst  sehr  verschiedenen 

Quotienten  -7^-^  ^^"'^  T»  T  ^'iwandu^r  gleich»     Kann  man  alac 
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den  Wetih  des  zweiten  Quotienten  ermitteln ,  so  hat  man  aach  den 
Jes  ersten.     Einige  Beispiele  werden  dias  zeigen. 
Der  Quotient 


VW         V7-Va 

ninmt  fOr  a!  = 

=  a  die  Form  J  an;  hier  ist 

und  da  dieser  Bruch  für  iC  =  a  den  bestimmten  Werth  |  a 

-c   erhält, 

N  iet  such 

If  =  i-'- 

Färx  = 

}  n  wird  der  Brach 

ip(i)    _      cos« 

^,  dagegen  erhält 

V'W        sin» 
fW           1 

b  demselben  Falle   den  bee^mmtea  Werth  1 , 

der  nun 

auch  dem 

<nten  Brache  zukommt. 

Nicht  selten  trifil  es  sich,   dass  der  neue 

Quotient 

frieder  das- 

auf  ihn 

Mibe  Terfohren  anwenden.     Nehmen  wir  z.  B. 

9(i)         I  — si«» 

»(«)               ..       ■ 

■ 

loariialten  wir 

der  Reihe  nach 

• 

1—cosx      <p"(x)        sinx      q> 
3x^       '    il>"(x)          6x         t 

'•(x) 

osx  _ 
6     ' 

färir^=OTerBchwinden  ip  (x) ,  tp' (x) ,  <p"(x)  sowie  ili(x),^'(x),^"'(x), 
<md  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
»«prünglieheti  Bruches  =:  |' 

n.  Wenn  die  Functionen  F{x)  und  f(x)  fürx^a  gleich- 
tätig  anendlich  werden,  bo  erhält  die  Differenz  F(x)  — f(x)  die 
■nbestimjQte  Form  od  —  co;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  tiuf 
üdgcnde  W^e.     Uan  setze 


^^ 
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SO  ist  identiscli 

Fix)  -f(x)  -  -^ L_  -iM^zJM. 

für  X  =  a  verschwinden  Fi  (x)  und  /i  (x) ,  mithin  geht  der  letzte 
Bruch  in  §  über  und  kann  nach  der  vorigen  Regel  untersucht  werden. 
So  ist  z.  B. 

0?        c*— 1  ""    a;(e*— 1)  ' 

wobei  die  linke  Seite  für  x  =  0  die  Form  oo  —  oo  annimmt,  und  die 
rechte  Seite  =  J  wird.     Setzen  wir 

q)(x)  =  e'—l—Xi     i;(x)  =  X  (e^  —  1) 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

q)'(x)  _  e^— 1  <(^)  _       1 

^'(a;)  ~  xe^'  +  e^  —  1  '  ^"(a;)  ~  j;  +  2' 

und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  =  |  • 


§.32.^ 
Die  Formen  -§,0.00,  0»,  oo»  und  1^. 

I.     Wenn  die  Functionen  f{x)  und  jP(a;)'für  x  =  a  gleichzei- 

f(x) 
tig  unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  -=j-x 

unter  die  unbestimmte  Form  -—,  deren  wahi-er  Werth  q  auf  folgende 
Weise  ermittelt  werden  kann.     Es  sei 

1 
f(x)  ^    F(x)    ^  (p(x) 
F(x)  —       1       ~"  7p(x) ' 
fix) 
der  neue  Quotient  erhält  für  x  =  a  die  Form  J  und   kann  daher 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.   Dies  giebt 

■F^(a!) 
<p'ix)  _         [Fjx)-]^    _  r(x)_  rf(x)-p 
^(a!)  ~  f'(x)      —  fix)  iFix)] 
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-und  für  o:  =  a,  wo 


F(a) 
F'(a) 


den  Werth  q  annimmt, 


^  =  T(^^'  "^"'^^  F'ia) 

Die  Regel  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  §-  dieselbe 
wie  bei  der  Form  |}- 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

f(x)  _  logx 

F(x)  cotx 

für  X  =  0  unbestimmt  =  §-;  sein  wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Werthe  von 


rix) 


M_ 

X 


=  —  M sin  Xf 

X 


sin^  X 


welcher  in  jenem  Falle  =  —  Jf  .  1  .  0  =  0  ist. 

Nach  derselben  Regel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

f(x)  Isinx 

F(x)  ~     Ix 
för  a?  =  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

f'(x)         cotx         cosx 


r(x) 


X 


stnx 

X 


und  iswar  ist  dieser  Werth  =  1. 

n.     Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  (p  (x) 
fäJt  x=a  verschwindet,  während  die  andere /(rc)  für  a;  =  a  unend- 
tieh  wird ,  so  nimmt  das  Product  (p(x)  .  f{x)  iür  x  =  a  die  unbe- 
stimmte Form  0  •  00  an ;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
zweierlei  Weise  finden.     Entweder  setzt  man 

=  ilf(x) 


fix) 


ond  hat  dann 


2  =  a  wird  der  Quotient  =  §  and  gestattet  die  in  §.  31  ange- 
(ebene  Behandlung.     Oder  man  setzt 

-L-  =  F(x) 
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mithin  ,,(a,)./(a;)  =  Zg; 

der  Quotient  stellt  sich  dann  unter  die  Form  ^  und  ist  nach  I.  zu 
beurtheilen.     Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  Rechnung  verursacht 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 


(-.)• 


2a  ' 
welches  für  o?  =  a  in  0  *  oo  übergeht,  den  Quotienten 

y(a?)  __\ a/ 

cot— — 
2a 

treten  lassen,  weil  der  DifferentialquotieDt  des  Logarithmus  eine  ein- 
fache  algebraische  Function  ist;  man  erhält 

1  .  .  sra; 


q>' {x)  2  a  —  X  2  a  2a 

if'(x)  7C  „  nx  %       2a  —  ä  ' 

—  -— - .  csc2  -— - 
2a  2a 

2 

und  für  a;  =  a  den  wahren  Werth  — • 

Bei  dem  Producte 

tanx  .  logx  ,  f ür  rr  =  0, 
ist  es  von  Vortheil,  die  Form 

f{x)  logx 

F{x)         cotx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.I.  bestimmt  und  =0 
gefunden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeitig 
mit  X. 

IIL  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/(a?)]^^*^  für  a5  =  fl 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0®,  00  <>,  1  ^  annimmt,  so  beachte  man 
zunächst  die  identische  Grleichung 

und  untersuche  das  Product  lf{x)  •  ^{x)\  ist  «;  der  wahre  Wertt 
desselben,  so  geht  die  gegebene  Function  in  e*^  über. 
So  erhält  z.  B.  der  Ausdruck 

{sin  x)  '* 
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•   X  =  0  die  Form  0^;   schreibt  man    aber    statt   desselben  die 
sichgeltende  Exponentialgrösse 

1  Uinx 

fßl8inx\  Ix    ß   Ix 

hat   man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
•o.  T.  untersucht  und  =  1  gefunden  wurde ;  der  Werth  der  ursprüng- 
hen  Potenz  ist  also  =  e^  =  e. 
Für  oj  =  0  wird  femer 

tanx 


( 


lY 


achtet  man  aber  die  identische  Gleichung 

/^\  —  Ix  .  tanx 

\x/ 
id   erinnert  sich,  dass  Ix  .  tanx  fiir  x  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
erhält    man  c®  ==  1   als  wahren  Werth  der    in  Rede  stehenden 
itenz. 

Für  X  =  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

nx 
tan 


(-7)  " 


1  ^ ;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 


/I2-.~1  .  tan^' 


'(-^)- 


^    \        w  Ja 


9 


2 
>bei  der  Exponent  für  x  =^  a  den  Werth  —  annimmt  (s.  II.):  dem- 

ich  ergebt  sich  e  '^  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 


Cap.  V. 

Maxima   und   Minima. 

§.  33. 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  einer  VariabelMil* 

Wenn  eine  stetige  Function  f{x)  abwechselmd  steigt  und  föll 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  Uebergänge  von  Wach 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthn 
statt  finden.  Bei  einem  Uebergänge  der  ersten  Art,  welcher  etn 
für  x  =  a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functions werth  /(< 
grösser  als  die  Nachbarwerthe  f{a  —  Ä)  und  f{a  +  Ä),  sobald  m 
h  hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  /(«)  ein  Maxi 
mnm  der  Function /(o;).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  rc  =:  a  fj 
Uebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist  f{a)  kleiner  als  sein 
Nachbarwerthe  f(a  —  7t)  und  f{a  +  Ä),  und  dann  heisst  /(a)  ei 
Minimum  von  fix).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  vo 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nipr  relativ  sind  und  nicl 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Fonctio 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Minima  eil 
treten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8,  l 
demsufolge  die  Function  f{x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  ihi 
Derivirte  f{x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  f(} 
continnirlich ,  so  kann  der  Uebergang  von  positiven  zu  negative 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werthen  der  Derivirten  f\x)  nt 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen;  die  Werthe  von  a?,  wfl 
Dhe/(a;)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  Wo 
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aeln  der  Oleichung  /'(a?)  =  0.  Dies  bedeutet  geometriscli ,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Culminationspunkte  einer  Curve  parallel  zur 
Abscissenachse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung /'(a?)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

woraxxa  bei  verschwindenden  h  folgt  ^ 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  f\x)  =  0, 
nithin  /'  (a)  =  0  und 

ttbcqiUNip.  wenn  man  —  ^  an  die  Stelle  von  h  treten  lässt, 

Ist  nun  f"(a)  positiv,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  ^  die 
l)eiden  Quotienten 

IX  •      /(a+.ft)-/W  /(g  ~  ;^)  -  /(g) 

positiv  sein  und  es  bleiben,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
iMUMerdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth  jeuer  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte;  hieraus  folgt 

/(a-Ä)>/(a)</(a  +  Ä), 

idUhin  ifit/(g)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen /''(g)  einen  negativen 
^ertii  hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die  unter  Nro.  1) 
angegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  fulgt 

/(O  -  Ä)<  /(O)  >  /(«  +  *) 

d.  h.  /(o)  ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
dass  f(a)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem  f\a)  positiv 
«der  negativ  ausfallt.  Geometrisch  heisst  dies:  ein  unterer  Culmi- 
nationspunkt  kann  nur  auf  einem  convexen  Bogen,  ein  oberer  nur  auf 
«nem  concaven  Bogen  vorkommen. 

Das  angegebene  Griterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
f(a)  selber  =  0  ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
flezionspimkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

10* 


148  Cap.  V.    §.  33.   Maxima  und  Minima 

Falle   die  höheren  Difierentialqnotienten  von  /(^)  sn  Ratiie  sieben, 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

Ä» 
_/C.)(o-|-»ft) 

1.2.3...tt 
anwendet     Unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  nnr/'(a)  =  0  ist, 
soudeiii  auch  /"(«),  /'"(«) ,  •  •  'f^*~^\a)  verschwinden,  mithin  /^"^  (a) 
der  erste  nicht  verschwindende  DifiTerentialqnotieut  ist,  vereinfacht 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

/(«  +  h)  -^  f{a)  ^fM(a  +  O» 
/i"  1.2...n    • 

woraus  folgt,  wenn  h  gegen  die  XuU  convergirt, 

h*  1 . 2 . . . n 

Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  rnigeraden  and 
eines  geraden  n.     Bei  ungeraden  n  ist 

"^"" *= +  1.2...n' 

Ä«  1.2...» 

mithin  für  ein  positives  /^"^  (a)  und  hinreichend  kleine  h 

/(a  -  Ä)< /(«)< /(o  +  Ä), 
dagegen  bei  negativen /^"^  (fl) 

/(a-Ä)>/(«)>/(a  +  Ä). 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  f(a)  wedbr 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dag^ren  n  eine  geradt 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 


Ä"  *     1.2...»' 


A"  '     1.2...»' 

mithin  ist  bei  positivem  /''^"^  («i^  und  für  hinreichend  kleine  h 

d.  h. /(<0  ein  Minimum;  foruor  orhi^U  mau  bei  negativen /<•> (a) 
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wodurch  ein  Maximum  angezeigt  wird.     Alleä  zusammen  giebt  fol- 
genden Satz: 

Ein  aus  der  Gleichung /'(a;)  =  0  bestimmter  Werth 
von  X  macht  f(x)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reihe  der  Differentialquotien- 
ten/"(d?),/'"(a;)  etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen.  ^ 

1.     Handelt    es    sich    um    das  Maximum    oder  Minimum    der 
Function 

f(x)  =  x^  e~*, 

so  entwickelt  man  erst  die  Differentialquotienten 

f{x)  =  (a  —  ir)  j;«-^  e"*, 

/"(a;)  =  [a(a—  1)  —  2aa?  +  ic^]  a?«"«  e-* 

u.  s.  w. 

Nun   wird  /'(a?)  =  0  für  a;  =  a;    dieser  Werth  giebt  /"(«) 
=  —  a**  e"*  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 


/(o)  =  o«  e-»  =  (^ 


das  Mazimam  der  Function  a;"  e~*. 

2.    Es  mögen  ftt ,  %j , . . .  A;«  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
X  so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

/(a-)  =  (*-»,)«  +  (a!-Ä>,)'  +  .  .  .  +  (a;-ÄO' 

m  nnedk  Maximam  oder  Minimum  wird.      Man  hat  in  diesem  Falle 

fix)  =  2 [»ir- (Ä,  +  Äj  H +  fc„)], 

•         /"(a;)=2n; 

/'(a?)  verschwindet,  wenn 

^1   "f*  ^  "1"  '  *  •  ~t~  ^n 


X 


n 


d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
ist, /"(a?)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird/(a;)  bei  dem  angegebe- 
nen Werthe  zu  ein^m  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie^ 
big  klein  gemacht  werden  kann. 
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3.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  dei\jaii 
gen  Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Gentnu 
entfernt  ist  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  einer  Gurve  ein 
Normale,  so  hat  letztere  vom  Goordinatenanfange  die  Entfemmig 


i>  = 


VT^ 


y 


'1 


für  die  Ellipse  ist  ^  =  —  Ya^  —  ^^  mithin 


gg  — 5^ 
a 


X 


vnr^ 


'ü 


Dieser  Ausdruck  vereinfac 
sich  durch  Einfahrung  desWi 
kels  A  CM  =  cö ,  welcher  un< 
dem  Namen    der    excentriscb 
\  Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  31 

man   hat  nämlich  x  =  acos 
mithin 


■;k 


(gg  —  5g)  sin  (o 

^~    V a« tan'^G)  +  6« 


oder ,  wenn  tan  d  kurz  mit  t  bezeichnet  wird, 

(o»  —  6«)  t 


P  = 


V(l  +  t^)  (a*  t^  +  hO 
Wir  betrachten  nun  t  als  unabhängige  Yariabele  und  erhaltei 

dp  _  (g»— 6«)  (52  — g«^) 

dt  ~   V  p>«  +  (g»  +  6»)  «*  +  g«  <*]»  ' 

(f2i?_      (g*— 6^)f[3(g«+5^)l>»+10g^6»e»4-g«(g3-f  &g)<i— 2g*^ 

<?*'*  ~  V{h^  +  (a*  +  6«)  <»  +  g»  ^]» 

der  erste  Differentialquotient  verschwindet  für  *. 

f  =   1/  —    oder    fgn  0  =   1/  —  = , 

r     g  r     g  g 

und  dor  zwoito  Differentialquotient    erhält    dadurch   den   negativ 
WerÜi 

4g»(g  — 6) 

mithin  entspricht  der    obige  ^yerth  von  t  dem  Maximum  von 
Uebrigons  konnte  man  sich  die  Eutwickelung  des  zweiten  Diffen 
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m 


tialqa'liienten  ersparen;  da  nämlich  für  g9  =  0  und  für  o  =^-  90^ 
Jedesmal p  den  Minimalwerth  p  z=z  0  erreicht,  so  muss  der  gefun- 
dene Werth  ein  Maximum  liefern. 

Behufs  der  Construction  nimmt  man  AK  ■=  BC  =  h,  sucht 
zwischen  AG  ^=:  a  und  AK  die  mittlere  Proportionale  AL,  zieht 
eis  welche  den  umschriebenen  Kreis  in  M,  den  eingeschriebenen  in 
ÜT  schneidet ,  legt  durch  Jlf  eine  Parallele  zu  BC,  durch  ^  eine  Pa- 
rallele zu  ^C  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P  als 
Durchschnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
Fü,  so  ist   deren  Abstand  von  C  das  Maximum  von  p ,   und   zwar 


Fig.  36. 


GQ  =  a  —  5;  gleichzeitig  ist  Q 
der  Krümmungsmittelpunkt  für  P, 
PQ  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Krümmungskrei- 
ses gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.  üeber  einer  Geraden  MN 
(Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 
P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen 
Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 
leu;  man  fragt  nach  dem  Minimum  des  Weges  AP  -|-  BP.  Für  AG 
=  a,BD  —  b,  GD  =  Cy  GP  =  x,  AP  +  BP  =  s  ist 


s'  = 


5' 


X 


C  —  X 


/(a»  +  x^Y 


+ 


V62-|-(c- 


xy 


V\h^  +  (c — xyy 

Aus  s'  =i=  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

X c  —  x 

y  a«  +  a?2    ~    V52  4-(c  — ir)2  ' 

aus  ihr  folgende  Werth  ffehört  zu  einem  Minimum,  weil  s" 
uuner  positiv  bleibt.     Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

C08  MPA  =  cosNPB  d.  i.  Z.  MPA  =  Z.  NPB, 
und  hiemach  ist  die  Construction  leicht,    indem  man  GA*  =  GA 
nimmt  und  die  Gerade  A'  B  zieht,  welche  MN  in  P  schneidet  (Spie- 
gelungsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  MN  (Fig.  37 
a. f. 8.)  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  A  und  5,  welche  mit  einem 
Punkte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 


Fig.  37. 
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sind ;  ein  Körper  he  wegt  sich  auf  dieser  von  Ä  nach  B  Bo,  dass  er  läsgi 
der  Geraden  ÄP  die  constante  Geschwindigkeit  g,  Ifings  PB  die  eoib 

stante  Gesdiwindigkeit  h  be- 
sitzt.  Es  soll  der  Punkt  Pso  be- 
stimmt werden,  dass  der  Kdr 
per  in  der  kürzesten  Zeit  von  A 
nach  ^  gelangt  ZumDorehlui* 
fen  von  AP  braucht  der  Körpei 

ÄP 
die  Zeit  ,  zum  Durchlaa« 


M 


fen    von  PB   die  Zeit 


PB 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 

Va2  +  ^  Vh^-\-(c 


xy 


9  Ä 

zu    einem  Minimum   zu    machen.     Als  Bedingungsgleichung  für 
findet  man  sehr  leicht 


X 


C  —  X 


oder  geometiisch 


gV  a»  +  ic»  hVh''  +  (c  —  x)^ 


J 


cos  MPÄ        cos  NPB 


g 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sinÄPQ 


g_ 

h 


sinBPB 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  s,  weil  s"  immc 
positiv  bleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebrochc 
nen  Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  durcl 
B  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  mosfl 
Vergl.  §.  29,  IL) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersudian 
gen  über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  /'(^. 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Kuli,  son 
dem  sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichenwechsel  könnei 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Methodi 
nicht  finden  würde.     Ist  z.  B. 

mithin 

y'  =  /'(x)=i  ^ 


fl^ 


X 


.*,..     /.  -:, 
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so  bleibt /'(ip)  positiv  für  alle  x  <^  1,  und  negativ  für  alle  a?  >  1; 
der  Zeichen  Wechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l  -0)  =  +  <x,/'(l  +  0)  =  -  00 

und  mithin  erleidet  f\x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  X  =  1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
f{x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x  =  —  oo  bis 
x=  1  und  abnimmt  von  a?  =  1  bis  a?  ==  -|-  oo ,  4a8s  also  f(x)  für 
x=:  1  sein  Maximum  /(l)  =  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  iddem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanx  =  f(x)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  x  <i  ly  wächst 
mit  X  gleichzeitig,  wird  =  ^  JC  für  a?  =  1  und  nachher  stumpf  für 
a;  >  i  jr ;  an  der  Stelle  x  =  l  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Absei ssenachse  gekrümmt 
sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen  Aus- 
nahmefalle, und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
dass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
Yoizugsweis  genauer  berücksichtigt. 


§.  34. 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(x,  y,  jer,  .  .  .)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
^iVy  ^i  »  'j  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Verthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  a?  =  a,  ^  =  5,  -e  =  c  u.  e.  w., 
wodurch  ^(a,  5,  c,  .  .  .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Wei*the,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  h  bis 
Ä-f  Ä,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b  —  Je  bis  h  -\-  h  ii.  s.  w. 
flimmt,  wobei  hy  Je  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher hesonderer  Werth  F(a,  5,  c,  .  .  .)  der  Function  F(Xy  y,  nfy  .  .), 
Iwisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
ner als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun ,  das  System  der 
speciellen  Werthe  x  =  a,  y  =  h,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  aJ,  y,  ;er,  ,  .  . 
vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkühr- 
Hche  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  ^denken,  denn 


154  Cap.  V.    §.  34.    Maxima  und  Minima 

man  überBieht  auf  der  Stelle,  dass  x^  y^  B  etc.  alle  möglichen  Werthe 
erhalten  können,  wenn  man 

X  =  g?(Q,  y  =  ^(«),  e  =  x(0»  •  •  • 

setzt  und  i  sowie  die  Natur  der  Functionen  fpt  i^i  %  otc.  danacli 
wählt;  80  würde  z.B.  schon  die  einfache  Annahme  x  ^=^  at,  y  =  ßt^ 
lg  :=  yt,  ,  ,  .  wo  tty  ß,  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  F(x,  y,  £f,  , .  ,)  zu.  einem  Maximum  oder  Minimam  zu 
machen ,  auf  die  einfachere ,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Yariabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun 

F(x,  y,z,...)  =  F[q>(t\  i;(t),  x(t),  .  .  .] 

oder  kurz  F  seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 

dF 


dt 


=  0 


sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  o;,  y,  jer,  ..  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen, 

dF     dx^    .    ^    il^    \    ^    ^y  —0 

^  dx  '  dt    '^   dy   '  dt    ^   dz   '  dt    '^  "  '  ~ 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  9>(0»  ^(0»  %^ 
also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  a^  ß^  y  ,  ,  )  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coef&cienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichungen 
stattfinden : 

^  üx  dy  da 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Yariabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun* 
gen  nach  x^  y^  /Sy  ,  .  .  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  x  z=  (h 
y  '=z  h,  a  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  efl 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  odei 
Minimum  von  F  bildet.    Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d^F 
fälirt,  dass  man  den  zweiten  Differentialquotienten     ...      entwickel 

dt^ 
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and.  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  o;,  ^,  jer,  .  .  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
sucliung  unter  der  ^Voraussetzung,  dass  F  eine  Function  von  nur  zwei 
unabhängigen  Yariabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

d^F  _  WF_  /dxy  d^F     dx_dy_        WF_  /dy^ 

dP   "~    dx'^   \dt/  ■*"       8a?  dy    dt    dt   "*"    dy^   \dtj  ' 

oder  wenn  der  Quotient  -=--  :  —r-  mit  q  bezeichnet  wii'd: 

dt        dt 

d'^F        \Z^F    ,    ,    ,     d'^F        .     ^'^F^  fdy\^ 
^^  "d^  =  L-8^^    +^   87^^  +  "8^J  V^^ 

Soll   dieser  zweite  Diiferentialquotient    zu   einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

^  dx^   ~"*      'd^^~    '        dy^   ~ 

sein;'  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeichnete 

'    Ausdruck,  worin  noch  die  unbestimmten  Grössen  q  und  -—•  vorkom- 

dt 

men,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 

entscheiden  ist,  ob   es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist.     Das  Vor- 

d^F 
zeichen  von  hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 

ab,  welcher  unter  der  Form  aq^  +  2/3g  -|-  y  enthalten  ist  Hätte 
femer  die  quadratische  Gleichung  ccq"^  -{-  2 ßq  -|-  y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  ocq^-\-2ßq'\-y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn, man  q  das  Intervall  qi  —  ö  bis  qi  -^  S  durch- 
laufen Hesse,  wo"^'  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  jene  quadratische  Gleichung- ima- 
'  ginire  Wurzeln  besitze,  folglich  ß^  —  ay  <^  0  sei.  Die  Bedingung 
&r  die  Unveränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
inier  Ungleichung 


,,  /  d^F  V        ^-^      ^'^    ^  ^ 


8i2£    ^«11 
Bie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination ,  denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich  stai 
finden.     Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 

und 


(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundi  nen  Werthe)  gleiche  V< 

zeichen    besitzen    müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  c 

Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.     ] 

ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sc 

Vorzeichen  nicht  wechselt,  so   darf  man  auch  q  ■=  0  setzen,  oh 

einen  solchen  Wechsel  befüi'chten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dt 

d^F 
aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  ^    .    oc 

öx' 

d^F 

— ;  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 


dy 


dF  dF 

Die  aus  den  Gleichuncfen  -rr —  =  0  und  -r: —  =  0  abg 

dx  dy 

leiteten  Werthe    von    x  und  y  müssen   zunächst  d 

Bedingung 


( 


d^F  Y  _  d^    d^ 

dx  dyj         dx^   '   dy^  ^ 


genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  d 
Function  F(x^  y),  je  nachdem  sie  die  Differenti« 
Quotienten 

d'^F       .    d'^F 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  a 

d^F 

--— -  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zwc 

dt* 

Differentialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann 
die  höheren  Dififerentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständli« 
KechnuDgen  erfordert.  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwicki 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  h 
delt.  Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Na 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  ( 
Quadratsumme 


1 
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^(^»  y)  =  («1«  +^iy— *i)*  +  («i ^  +  ^i y  —  ^a)^  + 

zu  bestimmen,  wobei  alle  a,  h  und  Tc  als  gegebene  Constanten  vor- 
ausgesetzt werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeich- 
nung ein 

tti  5i  -f  a,&j  4-  .  .  .  .  +  «„&„  -=1  Sab, 
<'      +  a|      +••••  +  ai      =--  ^««, 

u.  s.  w. 


fti'     +  &I     +••••  +  6|     =^  s, 


80  erhalten  wir 

—  ==  2iSbaX  +  Sbby~Sbt), 

X  oy 

Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Mini« 
uuiub;  letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

8ba  ^  -h   SbbP  ^=  Sbk 

erföllt  sind,  wozu  die  Wei'the  gehören 

Sbb    •   Sat  —   Sab   •    Sbk 


X 


y  = 


8aa  •   Sbb    —  (Sab)^ 

Saa  '  Sbk   —   Sab   •   Sak 


Saa  •  Sbb    —  (Saby 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinern,  dass  man  eine 
beliebige  Anzahl  von  Variabelen  x,  y^  e^  etc.  voraussetzt  und  das 
ffinimnm  von 

F{x,  y,  e, ) 

verlangt.     Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Werthe  aus 
folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 
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Saa^  -|-    8aby  4"    ^ae  ^  -}-  •  •  •  •  =  Sait 

SbaiXi   +   Sbby  -\-    Sbe^     + =  Sft*, 

ScaX  +   Seby  +    See«    +•.•.==  iSe*. 

deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Yariabelen  x^  y, 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefunden 
Werthe  von  x^  y,  z  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Functi 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  nicht ,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuc 
tend,  dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grösse 
wohl  in^s  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  ka 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  "^^ 


*)  Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung  des  zweiten  B 
Spiels  in  §.  33  enthält,  ist  far  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  t 
man  nämlich  eine  Grösse  x  darch  directe  Messung  oder  Beobachtu 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Messu 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  di( 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unverme: 
liehen  Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  ander 
Werth,  und  es  mögen  äJj,  ÄJg,  •  .  .  Ä„  die  verschiedenen  Werthe  bezei( 
nen,  welche  bei  n  Beobachtungen  für  x  erhalten  wurden.  Unter  c 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angeste 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetisc 
Mittel  aus  h^y  h^^  ,  . ,  kn  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  a;,  ob 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dageg 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  der  wahrscheinlich 
Werth  von  x  derjenige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrt 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  Ä^,  x  —  k^^  .  .  .  x — Ä«  die  1 
gangenen  Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  c 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x  dem  arithmetischen  M 
tel  aus  k-i^  k^^  '  '  '  kn  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  A 
nähme.  Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  | 
stattet  aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nie 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen 
&,  k  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  aa;-J-6y  =  Ä  verbunden, 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  ward 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,  einander  widersprechen.  Da| 
gen  ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  Folge  der  Be< 
achtungsfehler  nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

ttj a;  +  &i y  —  Ajj ,  ago;  +  h^y  —  ^2, . . .  a„  a;  -f-  6«  y  —  ä;„ 

dififeriren  daher  von  der  Null  und  repräsentiren  die  Fehler.  Die  wal 
scheinlichsten  Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  ind< 
man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht,  u 
vermöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  obe»n  gezeigt  wurde,  imn 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.    In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 

M  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 
Entfernungen  ÄM=%  BM^=Vj  GM=w 
ein  Minimum  werde.  Bezeichnen  wir  die 
Seiten  BC^  CÄ^  AB  der  Reihe  nach  mit  a, 
h,  c  und  die  Gegenwinkel  mit  a,  ß,  y,  so 
haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 
nungen 

8  =  u  -\-  V  '\-  w 
Cfv'  oder,  wenn  Z.  BÄM  =  0  gesetzt  wird, 

8  =  14  4^  Vc^  +  tt«  — 2CWC0SÖ  +  Vh^  +  u^  —  2hu cos(a  —  U) 

und  hierbei  sind  u,  0  die  beiden  unabhängigen  Variabelen.     Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 

8s  u  —  ccosd ,  u  —  'bcos{a  —  0)     


8»  Vc'^-\-u^^2cucosd        Vh^+u^  —  2hucos(a—üy 

cüsinß  hu  sin  («  —  ö) 


mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

ccosO  —  u       hco8(a  —  Ö)  —  u 


V  w 

csinO        bsin(a  —  0) 


=  0. 


V  w 

Geometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 
mBMA'  +  cos  GMA'  =  1,    sin  BMA'  —  sin  GMA*  =  0; 
aus  der   zweiten  Gleichung   folgt  Z.  BMA!  =  Z.  GMA\  nachher 
aus  der  ersten 

cosBMA*  ==  cos  GMA'  =  \y    ^  BMA'  =  Z.  CMA'  =  60«,   ^ 

Z  BMC  ==  1200. 

Zu  einer  ähnlichen  Eechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM=  V  und  Z  GBM  =  i^  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u  tmd  w  durch  v  und  17  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z  GMA  =  120«.  Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
dass  die  Winkel  AMB,  BMG^  GMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Seimen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120^  be- 
schrieben werden  können.  Eine  andere  Gonstruction  von  M  besteht 
darin,  dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ABG\  BOA\  GAB*  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA\  BB\  GC  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  M. 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  u  -\-  v  -\-  w  h»' 
liebig  gross  gemacht  werden ,  wenn  man  den  Punkt  M  weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABG  entfernt,  während  dagegen« 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M  muss 
folglich  dem  Minimum  von  s  entsprechen. 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, M*»  +  t;»»  -j"  w;"  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  n  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABG  und  u^  -\-  v^  -{■  w*^  ein  Minimum  ist. 

3.    Es  soll   die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 
rjs  I     y  =  B^x  ■]-  hi^,    e  =  Gix  -]r  cu 

Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  Xi  yi  ßi ,  auf 
aer  zweiten  einen  Punkt  x.2  y2  02  einstweilen  beliebig  an,  so  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  y  (xi  -  x^y  +  (yi  —  y-iY  +  {pi  —  e^y-, 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

(^1  --  x^y  +  {yi  —  y^y  +  (^1  —  «2^ 

zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
F{xx ,  x^)  =  (xi  —  x^y  -^  (Bi  xi  -^BiXi  +  hi—  h^y 

+  (Ci  xi  —  G2X2  +  CI—  c^y 
annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  Xi 
und  X2  darstellt.     Man  hat  nun 

i-||        =  (1  +  5«  +  G^x^  ^(i+B,B,  +  Ci  G,)x, 

+  (&i-b2)5, +(ci-c,)C 
i-g-       =-(i+BrB,  +  Gi(\)x,  +  (l  +  Bl+a!)Xi 

~(b^—li)B3~(ci—Ct)Gt 
^       =  2(1 +B^+G!) 

^'^     =-  2(1 +BiB,+ Gl  G,) 


dxi  dx2 

-g       =2(1+Bi+G.!), 
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Setzt  man  die  ersten  Differentialquotienten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  Gleiclinngen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
ond^i;  die  so  bestimiffien  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

i(l  +  B^B2  +  Ol  C,y  -  (1  +  B^+  CD  (1  +  J5|+  CD  <  0 

md  ,    ,   sowie    ^    .,    positiv  ist.     Aus  Xy  und  x^  erhält  man  mit- 
oxf  öx^ 

telst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  ^i,  ei  und  1/2*  ^29 

Dach  Substitution   der  Werthe  von  d?] ,  0^2 1  ^j  *  2^2 «  ^1   ^i^d  j^   giebt 

non  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzeste  Entfer- 

Dung  der  beiden  Geraden.    Uebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 

Aufgabe,   dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und   man  hätte  sich 

daher  die  Eniwickelung   der    zweiten  Differentialquotienten  von  F 

den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.  35. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Function  mehrerer 
Yariabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häafig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werdon.  Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 
femung  eines  Punktes  ccßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0 
sein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

weldier  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xygf  angiebt,  zu  einem 
Miiiimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  05,  y  und  £  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
Das  natürlichste  Verfahren  wäre  *nun  die  Herausschafiung  der  abhän- 
gigen Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  q)(x,  y^  z) 
=  0  gegeben ,  so  kann  man  sie  nach  s  auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  z  in  die  Function   F(x^  y,  z)y   deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren ;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.      Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chungen q)(Xt  2/,  xr)  =  0  und  ^  (a?,  y,  z)  =  0  gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y  und  z  durch  x  ausdrücken  und  wenn  man  dies« 
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WertLe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F(Xf  y,  ß)  nur  noch 
eine  unabhängige  Yariabele.  Diese  Eliminationen  sind  aber  nicht 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  ui|^  man  muss  in  solclieii' 
Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  dass 
man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen, sondern  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Varia- 
belen aus  den  Differentialgleichungen  der  gegebenen  Bedingungen 
eliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  F(x^  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  ond 
dabei  die  Bedingung  tp{x^  y)  :==  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eme 

dF 

unabhängige  Variabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  —3 —  =  0 

dx 

sein;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  JP  ausser  x  noch  die  abhängige 

Variabele  y  enthält, 

dF  .    8^    ^y  ^Q 

9a?  dy       dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Variabele,  so  ist 

^öy      ,     ^       dy^ r. 

dx   '^  dy   '  dx  ~"' 

dy 
die  Elimination  von  -7^—  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 

dF      9qp_  ^   dF_    ^_r. 
dx      dy         dy      dx  ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  g)(a?,'y)  =  0 
verbindet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
X  und  y . 

Bei  drei  Variabelen  x^  y^  0  und  zwei  Bedingungsgleicbungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x^  y,  js)  gesucht  wird, 
während  zugleich 

9(a?»  y^  ^)  =  0  und  ^(ä?,  y,  jer)  =  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Variabele  x  vorhanden,  von  wd- 

dF 
eher  y  und  z  abhängen.      Die  Gleichung  — —  =  0  lautet  dann 

dx 

^    ,     dF_     dy^   ,     dF^     dz 
dx    '^    dy       dx   '^    de    '  dx   ~^ 

und  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 


1 
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d(p     t     dtp       dy     ,     d(p       de         _. 

+  -^TT-  •  TT  +  -ÖT-  •  TT  =  ö» 


dx  dy       dx  dz       dx 

8^     ,8^       dy     .     dtlf       dz         ^ 

+  "äT"  •  TT  +  -ä"! TT  =  ^' 


dx  dy       dx  dz       dx 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  -r^  und  -= —   elimini- 

CvX  u-  X 

ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 
im  beiden  Bedingungen  9?(a?,  y,  z)  =  0  und  ^(a?,  y,  z)  =  0  zm* 
Bestimmung  von  Xj  y^  z  hinreicht. 

Sind  drei  Variabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
chuog,  so  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Variabele,  z  als  abhän- 
gige Veränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

dF         ^  dF        ^ 

=  0,  -^-  =  0, 


dx  '  dy 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  z  als  Function  von  rr  und  ^ 
vorkommt, 

dF     ,     dF       dz 


dx  dz        dx 

dF     ,     dF       dz 


dy  dz        dy 

Andererseits  ist  durch   partielle  Differentiation  der  Gleichung 

d^       d^     dz  _ 

dx    '^    dz    '    dx    ~    ' 
dcp  d(p        dz    _ 


8«/  dz        dy 

dz 
durch  Elimination  von  -;z —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

dx 

aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 


dg 

dF       d(p  dF       dq) 


dx        dz  dz        dx 


0, 


dF 


d(p  dF       dq> 


dy        dz  dz        dy 

welche  Gleichungen,  verbunden  mit  (p(x,  y,  z)  =  0,  die  Unbekann- 
ten a?,  y,  z  bestimmen.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 

erfordert.    Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 

11* 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  ß,  y,  d  soll  das  Viereck  von  grosst- 
möglichem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  und 
/J,  y  den  von  y  und  ö  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläch« 
des  Vierecks 

l  aß  sinx  -\-  l  yä  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F=  aß  sinx  -\-  yd  siny 

zu  setzen.      Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Win 
kein  X  und  y  gegenüberliegt  so  hat  man 

«2  _|_  ß2  ^  2aß  co8x  =  y^  -{-  ö«  —  2yö  cosy; 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

(f  =  a^  +  ß^  —  y^  --  d^  ^  2aß  cosx  4-^2yd  cosy  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

—  =  aß  cosx  +  yä  cosy -jj, 

dw  n  *    .  d'u 

— -^  =  2aß  smx  —  2yo  stny  •  -~-  =  0. 

dx  '^  dx 

Setzt  man  — —  =  0  und  elimiuirt  -r — ,  so  folgt: 
(t  X  uX 

2aßyö  (cos x  siny  -|-  sinx  cosy)  =  0, 

d.  h.  sin(x  +  y)  =  0,  x  +  y  =  0^  oder  =  180^  360»  u.  s. 
Da  aber  x  und  y  Winkel  eines  Vierecks  sind,   so  kann  nur  x  -\- 
=  1800  oder  y  =  ISO«  —  x  sein. 


Hieraus  folgt  weiter  -^ —  =  —  1,  mithin 

cix 

— —  =  ap  cosx  —  yo  cosy, 

0t  X 

==  —  aß  sinx  -\-  yo  stny 


dx'^  •  '    '     ""^  dx 

=  —  {aß  sinx  -\-  y8  siny), 

und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <^  18^ 
und  y  <  180"),  so  entspricht  die  Bedingung  x  '\-  y  =  1^80®  eine 
Maximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  e: 
Sehnenviereck  ist. 
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2.  Um  auch  die  im  Eingange  erwähnte  Aufgabe  zu  lösen, 
uehinen  wir 

(p  =  Ax  +  By  -{-  Cz  +  D  =  0, 

und  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  y  vorhanden, 
wahrend  is  eine  Function  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentialquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 
zunächst 

a,_«  +  (^_y)|^=0, 

y -ß +  («-?) ^-  =  0. 

Ferner   ergiebt   sioh   durch   partielle  Differentiation   der  Gleichung 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten : 

Ä(z  —  y)  —  C(aj  — a)  =  0, 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Äx  -\-  By 
■\-  Ge  -\-  D  ==  Oy  so  findet  man  der  Reihe  nach  xr,  y  und  x,  nämlich 

ic  =  a  —  ÄK,    y  =  ß  —  BK,    z  =  y  ^  CK,    ^ 
wobei  zur  Abkürzung 

Aa^  Bß-]-  Cr  +  D 
Ä^  +  B'^  +  G^ 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nui*  einem  Minimum  von 
i*^ entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  y,  z  identisch  mit 
den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Goordinaten  des  Fuss- 
punktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Äx  -^  By  -\-  Ce  -\-  D 
=  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
s  auf  die  Goordinatenebenen  xy,  X0,  ye  der  Reihe  nach 

c  =1  s  .  cosy,  h  =  8  .  cosßt  a  =  s  .  cosa. 
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Dabei  werden  die  Projectionen  a,  5,  c,  ebenso  .wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden,  als  positiv  oder  negativ  betracbteti  je 
nachdem  die  Winkel  a ,  /3 ,  y  spitz  oder  stumpf  sind.  Denken  wir 
uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  s  den  Winkel  ^ 
bildet,  so  ist  die  Frojection  von  s  auf  die  neue  Ebene 

p  =  8  .  cosd^ 

oder  wenn  uvtü  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  8(cosa  cosu  -}-  cosß  cosv  -}-  cosy  cosw) 
d.  i. 

p  =  acosu  -\-  hcosv  {■  ccosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  8  auf  eine  belie^ 
bige  Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  8  auf  die  Coordi- 
natenebenen  und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.    Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  Si,  $2  etc.  hat  man  entsprechend 

P  =^  Acosu  -|-  JBcosv  +  Gco8w, 

wo  P  die  Projectionssumme  pi  +  i?2  +  g^*  bedeutet,  und  ebens^^ 
Ä,  B,  G  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirtexi 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  seixi 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be— 
,  dingung 

cos^u  -\-  cos^v  -\-  cos^w  —  1=0 

zwei  unabhängige  Variabele  u  und  v  vorhanden,  während  to  eine 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Diflferentiation  von  F 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

Astnu  +  Csinw  t: —  =  0, 

ou 

Bstnv  +  Gsmw  -t^ —  =  0. 

dv 

Die  partiellen  Dififerentialquotienten   der  Bedingungsgleichung  sind 

« 

COSU  smu  +  cosw  stnw  -x —  =  0, 

ou 

cosv  stnv  +  cosw  stnw  -rz —  =  0. 

ov 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten  von  w 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  =  Gcosu,  Bcosw  =  Gcosv^ 
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reiche  in  Yerbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
on  u,  V,  10  fähren ;  man  erhält  nämlich 

casu  cosv  costo  1 


ABC  V^2_|_^2^  02' 

ind  hierdurch  erfahrt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene ,  für  wei- 
he die  Summe  der  Projeclionen  von  allen  Polygonen  ihren  grössten 
^erth  erreicht. 

Projicirt  man  Sj ,  82  etc.  auf  eine  Ebene ,  welche  senkrecht  zur 
Übene  der  g:  össteu  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine  Pro- 
ectionsBumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  u,  v^  to  leicht 
sa  ersehen  ist. 


Cap.  YL 
Die   Convergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen. 

*§.  36. 

Grundbegriffe  von  endlichen  und  imendlichen  Beihen« 

Bezeichnet  9)(m)  eine  bekannte  Function  der  willkührlichen 
ganzen  positiven  Zahl  m,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerthe 

9^(0),     9^(1),     (p(2),...  (fin—l) 
eine  sogenannte  endliche  Keihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  aus 
n  Gliedern  (Tennen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  eine 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  £1^  bezeichnet  werden.    Lassen 
wir  in  der  Gleichung 

Sn  =  9(0)  +  9(1)  +  «iP(2)  +  •  •  •  +  q>(n-l) 
n  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  unend- 
lichen und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenzwerthe, 
welchem  sich  Sn  für  unendlich  wachsende  n  nähert.  Dabei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  Lim  Sn  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  S  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  heisst 
die  Reihe  (p(0)  -|-  9(1)  +  9>(2)  +  etc.  convergent  und  S  ihre 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  divergent 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  unendlicher  Reihen  wollen  wir 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  sein 
werden. 

a.  Zufolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrische 
Progression  gilt,  wenn  (p(fn)  =  ß^  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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1^=1    +   ß   +  ßi  +   ....^ßn--l. 

ist  nun  ß  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Bruch,  so  wird  Limß^ 
=  0*),  mithin 

1)  Y^  =l-\-ß+ß^  +  ß^  + 

—  1  </3<  +  1. 

Für  /3  =  +  1  ist  iS;,  =  n,  folglich  Lim  S„  =  oo;  für  /3  >  -f  1 
wird  um  so  mehr  Lim  S»  =  oo ;  f ür  j3  =  —  1  ist  S»  =  0  oder 
=  -(-  1 ,  je  nachdem  »  gerade  oder  ungerade  ist ;  für  ß  <Z  —  1 
wachsen  die  Werthe  von  Sn  in's  Unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  Sn  nur  unter  der  Bedingung 
—  1  <[  j5  <^  -}-  1  eine  bestimmte  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe 
1  -f-  jS  -|-  /3*  -|-  •  •  •  oonvergirt  für  acht  gebrochene  ß  und  diver- 
girt  in  jedem  anderen  Falle. 

b.    Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 
ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß  +  m^l)        ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  m) 
a  («  +  1)  (a  -f  2) . . .  (a  -f  w  —  1)        a  («  +  1)  (a  +  2) . . .  (a  +  w) 
^«-g^    ß(ß  +  l)(ß  +  2).,.(ß  +  m--l) 
a         (a  -f  1)  (a  +  2)(a  +  3)  . . .  (a  +  w) 
folgt,  indem  man  w  =  l,2,3,..*.n  —  1  setzt  und  Alleö'  addiit, 
,x  ß         ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n^l) 

^  a         a  (a  -I-  1)  («  +  2)  .  .  .  (a  +  n  —  1) 

_^€c-ß\   ß      ,       ß(ß  +  l)       ,  ß(ß  +  i)..,(ß  +  n-^2)  1 

a  la+l"+'(a-fl)(a+2V  "■^(a+l)(a+2)...(«  +  w-l)J' 
wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  n  —  1  Gliedern  besteht  Bei 
unendlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenzwertb 
von 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n-^l) 
a(a  +  l)(a  +  2)  .  .  .  (a  +  w  —  1) 


^    Ein  positives  acht  gebrochenes  ß  kann  unter  der  Form 


1  +  « 

dargestellt  werden,  wo  «  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(1  -|-  «)■  >  1  +  n  «  ist  dann 

^<^"=  (!  +  „)«<  1  +w«' 
woraus  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.     Bei  negativen  ß  können 
sich  ß"  und  ( —  ß)*  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  Uebrigea 
bleibt  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  f&r  «  =  /3  der  T(»- 
liegendo  Bruch  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  a  >  jl 
und  a  <^  ß  zu  untersuchen. 

Nun  ist  für  ganze  positive  h  und  A;,  sowie  für  ein  beliebiges 
positives  x 

>  1  +  aj,       (!+#>!  +  hx 


(>  +  t)' 


mithin,  wenn  man  in  der  zweiten  Ungleichung  die  Ä;te  Wonel  ziebt 
und  die  reciproken  Werthe  nimmt 


( 


h 


<r-r-:< 


\l+kx)    ' 


X    I         1  -I-  a? 

hieraus 'folgt  für  OJ  =  ^   .       ,  wobei  a  —  ß  und  ß  4-  m  alm  pori- 

tiv  angenommen  werden, 

1 

ß  +  m        \*^/5  +  w_./  ß  +  fn 


ß+m  +  ''      ^ 


ß  +  m        /  ß  +  tn  y 


h 
Wählt  man  die  Zahlen  h  und  Je  so,  dass  gleichzeitig 

h>a-ß,      Jc^^, 

so  kann  man  die  vorige  Ungleichung  verstärken,  indem  man  atstt 

cc  —  ß 
des  acht  gebrochenen  — - —  die  Einheit,  und  für  das  die  l*^»«^W«Jt 

übersteigende  k(a  —  ß)  gleichfalls  die  Einheit  setzt.   In  der  mmnud^ 
rigen  Ungleichung 

/_ß^rni_  Y       ß  +  m        /    ß  +  m    y 
\ß  +  fn  +  ij  ^a  +  m^\ß+m+l) 

nehmen  wir  m  =  0,  l,2,...n  —  1   und  multiplidren  mßm 

stehenden  Ungleichungen;  dies  giebt 

/    /?    \*  ^.  ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n-l)        /    ß    \^ 

Bei  unendlich  wachsenden  n  ändern  sieh  h  und  k  nichti 

wird  Lim  -j-r —  =  0,  mithin 
ß  +  n 

2)  ^"^  «(«  + 1)  (a  +  2)  77".  («  |:7r=l)  -  ^* 


1 


and  unendlichen  Reihen. 
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wobei  aber   die  Bedingung  a  ^  ß  festzuhalten   ist     Aus  Nro.  1) 
erhält  man  nun  die  Reihensummirung 

_ß _ß_       ,         ß(ß+l)        ,       ß(ß  +  l)iß-\-2) 


+ 


+ 


«4-1    '    («+l)(«-|-2)  '   («  +  l)(«  +  2)(a  +  3) 
oder  auch,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufügt, 


+ 


tt 


3)  {a—-ß 


=  1  + 


ß 


+ 


ß(ß  +  l) 


+ 


ß(ß+l)(ß+2) 


+ 


a+1^   (^^.l)(a-|-2)       («+l)(«+2)(«+3) 
«  >  /J  >  0. 

Der  zweite  Fall  a  <C.  ß  kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zuräck- 
gefOhrt  werden,  indem  man 

ß(ß^\)..,{ß^n-\)  ^  1 

a{a-\-\)  .  .  .  (a  ■\-  n  —  1)        a  («  -|-  1)  .  .  .  («  -f  »  —  1) 


03+1). ..(^  +  «-1) 
«etzt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in*s  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

ß       ,         ß(ß+l)         ,         ß(ß  +  l)(ß  +  2) 


4)    00  = 


«  +  1 


+ 


+ 


+ 


(a  +  l)(a  +  2)    '    (a+i)(a  +  2)(a-|-3) 
j3>  «>0. 
Im  letzten  Falle  /)  =:  a  wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 
«        .        «  a 


+ 


+ 


B-fl    '    a  +  2    '    a-\-3 
and  ibre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet,  unter  der  Form 

;  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 


0 


ten  Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

—  >l(a+l)  —  la 
a 

neben  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

Z(^+  1)  -  i^  <  4-  <  ^^  -  H^-  1). 

Betsen  dann  «=a-^  1^  a  -{-  2,  .  *  .  a  -\-  n  und  addiren  Alles; 
dies  giebt 

1.1.1.  .1 


a  +  l    '    a  +  2    'a-f3 

l(a  -{-n)  —  la. 


a  +  n 
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Ilieraus  geht  augenhlicklich  hervor,  doss  die  Samme  der  zi»i- 
schenliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche  wächst 
Die  Reihe 

6^  1  ^  -J-  _L        g(/^  +  l)        4_        /?03  + !)(/?  + 2) 
^       "^  «4-1  "^  (a+l)(a  +  2)  "^  (a  +  l)(«  +  2)(a-f  3)"^" 
convergirt  daher  för  a  >  /3  >  0  und  divergirt  in  jedem  anderen 
Falle,  wobei  a  und  ß  immer  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 

Wue  man  sieht,  ist  die  Gonvergenz  oder  Divergenz  einer  unend- 
lichen Reihe  leicht  zu  entscheiden,  sobald  man  die  Summe  ihrem 
ersten  Glieder  finden  kann ;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  imd^  man 
muss  sich  daher  nach  anderen  Kennzeichen  der  Gonvergenz  oder  Di- 
vergenz umsehen.  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihenglieder  als  positiv 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfach  mit  Uq,  Wj  ,  u^  etc.,  so  leuchtet 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in's  Unendliche 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  JD?ww„  =  0  werden  muss  (für  n  =  OD), 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Term  mehr  ab 
irgend  eine  Zahl  £,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
mehr  als  £  -f~  £  4~  *  '  *  i^  inf*  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  sein. 
Dieses  Griterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  Reihe 

\- 1-  — — [-  .  .  .  -| sehen  kann,   welche  (nach  Nro.  5) 

I  ^  o  ft 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in's  Unendliche  abnehmen.    Die  Sache 

bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,   welche  im  Allgemeinen 

auf  dem  Principe  beruht,   eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderen  au 

vcrgleichcA,  deren  Gonvergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt  ist 


§.37. 
Beihen  mit  positiven  Gliedern« 

1.    Die  gegebene  Reihe  sei 

tlQ  +  Ui  +  U2  +  u^  + 

und  zugleich  werde  vorausgesetzt ,  dass  der  Quotient bei  uä- 

endlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  Grenze  A  nähere;  -diese 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <  1 ,  =  1  oder  >  1  sein. 

Wenn  k  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  muss  der  Quotient 

y?  "^  ^  von  einer  gewissen  Stelle  w  =  Ä  an  kleiner  als  ein  zwischen 

X  und  1    eingeschalteter   ächter  Bruch  ß  bleiben,   denn    wenn  die« 
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tl    4_i 

nicht  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich     "        nicht  einer  Grenze  nähern, 

\^elche    Yorausgesetztermaassen  unter  ß  liegt.      Man  hat  dann   von 
f»  =  jfc  an 

^<^.    ^<ß,    v^<ß 

und  erhält  daraus  sehr  leicht 
und  durch  Addition 

%    +    ***+!    +   ^i-\-2    +    Uk  +  3    -!-•••• 
<«,(!   +  ß  +  ß2  +  ß^  +  ....). 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  w*,  Wa  +  i,  «*  +  2  ctc  vereinigt,  wachsen  fortwährend,  sie 
bleihen  aber,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

«,(1  +/3 +  ^« +  ...)  =  «*Y^' 

und  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe  u^  +  ***  + 1  4"  ^*  +  2  +  ^tc.  eine  endliche  Grösse 
sein.  Durch  Ilinzufügung der  endlichen  Summe Mq  +  Ui  -}-•••  +  w^ -1 
erhält  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe  Wo  +  %  +  *•  * 
in  inf.  convergirt. 

Wenn  zweitens  A  ^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  A 
den  unächten   Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,   dass 

" —  >  y  bleibt,  was  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  Ä  an  der  Fall 

sein  muss ,   weil  sich  ausserdem  ■  ""^     niclit  einer  über  y  liegenden 

Grenze  nähern   könnte.     Man   erhält    durch   ähnliche   Schlüsse  wie 

vorhin 

«*  +  ^^*  +  i  +  ^it  +  2  +  w*  +  3  +  •  •  • 

>f^ka  +  ?  +  ?'  +  Y'  + ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  ]>  1,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  Wo  +  **i  +  **2  +  ötc.  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
wir  den  Satz: 

Die  unendliche  Reihe  Uq  -\-  Ui  -f-  ^  "1"   ®^^*  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenz  werth  von    "     • 

Wh 

weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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Als  Beispiel  diene  die  Reihe 

^  1    "^2     3     "''2.45     "'"2.4.67     +■"' 


hier  ist  Uq  =  0,  Ui  =  — —  u.  8.  w. 


.     V         2n/ 


Ltm  — ^-=-  =  Lim  )r — 7- — 7-— r  =  X«w  — =  x 

Un  2»(2w+l)  ^    ,     1 

mithin  convergirt  die  Reihe  für  x  <C  1  und  divergirt  für  x  >  1 

Ebenso  leicht  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 
«\  X      .     x^     .     x^     .     x^     . 

^  IP    ~  2P  ~   SP  ~   4:P  ~ 

für  a?  <C  1  .convergirt  und  für  a:  >  1  divergirt. 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogena 
Potenzenreihe  an,  nämlich 

Oo  +  «1  a?  +  Oja;*  +  Og  05^  + , 

worin  x  und  alle  a  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet 
leicht,  dass  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x  wei 

oder  mehr  als  Lim beträgt. 

ö^i  +  i 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendbai 
in  dem  Falle  A  =  1 ,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Voi 
Setzung  beruht,  dass  zwischen  1  und  k  eine  Zahl  eingeschaltet 
den  könne ;  der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weil 
Untersuchung. 


IL    Wenn  das  Product 


bei  unendlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Gi 
ft  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  Un^i  <C  ^n)  nur  eine  pos 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Fälle  ft  ]>>  1 ,  ft  : 
und  ft  <^  1  unterscheiden. 

Im  Falle  ft  >  1  denken  wir  uns  zwischen  (i  und  1  den 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  n  so  gross  genommen,  dass 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y  bleibt,  was  jedenfalls  ei: 
geschehen  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  Ä;  an  haben 
dann 
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und  erhalten  hieraus 

"*+•<-&-"*•"*+»<    fc  +  i    "*+^<  — Mfc+l) " 

fc  +  2  —  y         ^  (fe-y)(fe-y  +  1) r* - y  +  2) 

"*+'<      Ä  +  2     "*+»  <  *(&+!)(& +  2) ^"*'"" 

mithin  durch  Addition 

Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 
Nro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  =  Je  -^  l^  ß  z=  Je  —  y,  wobei  immer 
Ä>y  >  1  gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
weil  y  ]>  1,  mithin  a  >  /3  ist  Daraus  folgt  die  Convergenz  der 
Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergenz  der  Reihe  Wo  +  t*i  4"^  4"  etc. 

Wenn  [i  <^  1  ist,  so  denke  mau  sich  zwischen  fi  und  1  den 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dtiss  das  Pro- 

duct  n  ( 1 ^-^  )  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  Ä;  ab  kleiner 


ftls  y  bleibt.     Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
jetzt  zu  der  Ungleichung 


.  •  •  • 


I   (fe-y)(fe-y+i)fe-y  +  2) 

■^  fc(fc+l)(fc  +  2)  "^ 

Wegen  y  <!  1  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
▼«girt  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  tto  +  «*i  +  w« 
^    Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  Wo  -|-  ^i  +  %  +  ®*C'  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
ductes 

mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt. 
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Dieses  Eeunzeichen  erledigt   meistentlieils   die   Fälle,  wo  das    j 
vorige  keine  Entscheidung  gieht.     So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Nro.  1) 
für  a?  =  1 

3  1 


1+  ■ 


2n 
mithin  convergirt  die  Reihe  1)  auch  für  x  =  1. 

Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  x  =  1 
oder,  wenn  —  =  ö  gesetzt  wird, 

..■4»("-^)]=^,.[(i±^.^^,]=„ 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 

3)  JL1JL4.J-4._Lj 

je  nachdem  p  '^  l  oder  p  <^  1  ist. 

Da  sie  für  p  =  l  divergirt,  wie  wir  schon  aus  §.36  wissen, 
80  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 

worin  x  einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.     Hier  Hesse  sich  zwar 
das  gegebene  Critcrium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwas 
complicirten  Rechnung  führen.     Kürzer  gelangt  mau   durch  die  Be-. 
merknng  zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  1(1  -\-h)<^h 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  als 

^  I2^x'2  ^  22  — rr2  ^  32  — a;3  ^ 

Dezeichnet  man   die  vorsiehenden  Summanden   mit  «i ,  «^ ,  u^  etc., 
80  erhält  man 
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emnach  convergirt  die  Beihe  5)  und  um  so  mehr  die  Beihe  4). 

Es  kann  sich  treffen,  dass  der  mit  fi  bezeichnete  Grenz werth 
erade  =  1  wird;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  seine  An- 
endbarkeit  und  macht  wieder  eine  neue  Untersuchung  nothwendig. 
'lese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstellung  weiterer 
onvergenzregeln  unterlassen  können"'). 

§.  38. 
Beihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  einer  Beihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
othält,  kann  man  eine  neue  Beihe  dadurch  bilden,  dass  man  allen 
iliedem  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Beihe 
^nvergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde, 
n  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
berzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
orzeichen  alterniren.    Die  ursprüngliche  Beihe  ist  dann 

)  1*0  —  Wi  +  «*a  —  «3+W4  —  ••• 

nd  die  abgeleitete 

Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  bei« 
en  Summen 

9(n)  =  Wo    +  l«8    +   W4   +   •  •  '  •   +  «2«-2 
*(n)  =  Wi    +  «8    +%    +   •••'   +   «2n-l 

ner  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
erth  von  q>(n)  -{-  ^  (n)  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
iderspräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

9  (n)  —  ^  (n) 


*)  Vergl.  d.  Verf.   Handbuch  der   algebraischen  Analysis; 
Aufl.   Jena  1873. 

tf  ehlömilch.  AnalysUb.    L  12 
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eine  endliche  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  und  hat  eine 
kleinere  Summe  als  die  Beihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  häufig  vorkommenden  Reihen  mit  altemirenden  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convei:genz  noch  auf  einem  anderen  und  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  n=l 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

«**  >  «*  +  i  >  «**  +  2  >  «**  +  » 

und  ausserdem  wie  früher  Lim  u«,  =  0.     Setzen  wir  nämlich 

B^  =  Ujt  —  (««*  +  l    —   t«*  +  2Jf 


und  beachten,  dass  alle  eingeklammerten  Differenzen  positiv  sind,  bo 
haben  wir 

3)  JBi  ^  jBa  ^  JB5  ^  2^7  .  .  .  • 

Andererseits  gilt  für  die  Grössen 
B^  z=  (ui  —  %  +  i), 

Bi  =  (Ut   •—   Uk^i)    -f   (t*i  +  2  —  «A  +  3), 

jRß  =  (ut  —  Ut^i)  +  (t**  +  2  —  w^+a)  +  (w*  +  4  —  w^+ö). 


die  Beziehung 

4)  Bi<B^<Be  <:Bs 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  99» 

Lim  (B2m-i  —  i^2m)  =  Lim  «i+2«_i  =  0; 
hieraus  folgt,  dass  sich  B2m-i  und  B2tß  einer  und  derselben  Greiu 
B  nähern,  und  zwar  Bim—i  durch  Abnahme,  B^m  durch  Zunahm 
Dieses  B  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein ,  weil  es  nach  Nro.  i 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  jßi ,  i^ ,  22^  et 
ist.    Zufolge  der  Gleichung  B  =  Lim  Bim—i  =  -^^i  B%fn  hat  mi 

B  =z  Ujc  —  Ut^i  +  ^k  +  2  —  «**  +  3  +  •  •  •  • 
mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Beil 
MO  —  "Wi  4"  ^-2  ®tc.     Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  convergi 
immer,    sobald    ihre    Glieder    von    einer    bestimmt« 
Stelle  an  fortwährend  und  in's  Unendliche  abnehmfl 
Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihe 

1  —  I4-I  —  I4-I— IJ. 

1  «18  416  61 


•   •  • 


,TiÄ 
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Dvei^^  und  dass  ihre  Summe  zwischen 

f  und  1  -  I 
1  -  i  +  I  und  1  -  i  +  I  -  1 

U.  8.  W. 

itMten  ist;  dagegen  würde  eine  divergente  Reihe  entstehen,  wenn' 
an  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.     Der 
)ige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen,  wo  das  vorige 
ennzeichen  zu  keinem  Resultate  führen  würde. 

Wir  wollen  hier  eine  Eigenthümlichkeit  erwähnen,  die  bei  den 
vergenten  Reihen  mit  alternirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann, 
'^enn  nämlich  Lim  ti»  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
ist,  so  nähert  sich  u^  —  Wi»  +  i  der  Grenze  Null,  und  es  kann  sich 
effen,  dass  die  Reihen 

S2m=  (Wo  — ;  Wl)   +   (««2   —  Wa)   +   •  •  •   +   (W2m-3  —  W2m-l) 
Sj^+i  =  Uo  —    («*i  —  tlj)  —  (%  —  W4) •  •  —  (t^m-l  —  W2m) 

)nvergiren ,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
englied  betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  sind  Lim  S2m  '^^^^ 
^<^2m  +  i  endliche  Grössen,  und  als  Grenz werth  ihrer  Differenz 
rhält  man 

Lim  (S2m  +  i  —  82m)  =  Li^  «*2m  =  9. 
-  h  die  Summen  der  Reihenglieder 

Wo  —  Ui  -\-  th  —  th  -\- 

Ahem  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  verschiedenen  Gren- 
%  je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Glie- 
ern  zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
ong  hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachst^  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

a  —  a  -\-  a  —  a  -[- 

ieren  Summe  bei  gerader  Gliederzahl  =  0 ,  bei  ungerader  Glieder- 
aU  =  a  ist. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

2  »O-*  5_l_fi  

1  5    "T    8  4      15 

lienen.    Hier  ist 


•  •  ■ 


S2m  =  1   —  5~l"3  —  4"l~ 


•  •  •  • 


1 

2m' 


S  _  1  --  1  -i_  1  ^  1  -4- L  +  ^^  +  ^ . 

ö2m  +  i  — 1        2-1-3        4-1-  2m^2m+l' 

lehnen  wir  mit  6  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

1  —  i  j_  1  —  1  -L. 

1  2      1^    8  ^      \ 


•   •  •» 


12* 
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so  erhalten  wir 

Lim  82m  =  <y,      Lim  S^m^i  =  ö  +  1, 
mithin  oscillirt  die  obige  Reihe  zwischen  6  und  6-^1. 

§.39. 

Bedingte  iind  iinbedingte  Convergens. 

Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehungsweise  der  unendlichen  Reih 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  (p(rn)  nie 
nur  die  Grösse  der  einzelnen  Reihenglieder  tio  =  9>(0),  Ui  =  (p( 
u^  ^=  9)  (2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  1 
stimmt  wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnai 
die  Function  q)  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Y« 
aus  absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  w: 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  dasse 
andere  Anordnung  der  Reihenglieder  zu  einer  anderen  Reihensum 
führen  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 


"   1  213  4I6  617  81 


0 


°  1^8  215^^7  4^^9111  61  » 

deren  zweite  so  aus    der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  posi 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  6  als  der  Grenzwerth  v 

ö.  =  (i  -  -1  +  I  -  1)  +  (1  - 1  +  i  -  D  -}.    ... 

.    ■    /_J 1_    .    _J: J_\ 

'■'  \4»  — 3        4n— 2"'"4n— 1        4n/ 

angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

«-  =  (1  + 1  -  D  +  a  + 1  -  D  + 

\  (   ^     \     ^        M 

"'"\4»  — 3        4n— 1        2nJ 
Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

«,  _  tf.  =  i  +  d  + 1  -  i)  +  (i  +  ^  -  D  +  • . .  . 

^  \4n— 2  ^  in       2n/ 
und  hieraus  folgt  für  w  =  00 


1 
'2 
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d.h.  »=i<^, 

,  womit  die  Yerschiedenheit  von  ö  und  $  dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Nothwendigkeit,  zweierlei  convergi- 
rende  Reihen  zu  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Reihe  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Reihe  bedingt-convergent,  im  Gegenfalle  unbedingt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
zeichen der  unbedingten  Gonvergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  Un  die  Summe  einer  Reihe  von  n  Gliedern, 
n&mlich 

1)  r;  =  Ko  -t-  1*1  +  f««  +  •  •  •  •  +  Ww-i 

and  setzen  voraus,  dass  (für  n  =  cd)  Lim  Un  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  U  sei,  mithin 

2)  U=Uo+Ui+U2+ ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  convergent.    Femer  bedeute 

3)  f 0    +  t^l    +   t^2    +   ^3    + 

eine  Reihe,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
gehildet  nvt;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  ü  zur  Summe  haben  wird.     Setzen  wir  vorläufig 

4)  7p  =  Vo  +  Vi  +  t?3  +  .  .  •  •  +  Vp-i, 

BD  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reihe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
anderweite  Crlieder,  deren  Indices  grösser  als  n  —  1  sind,  und  die 
wir  in  der  Form 

<*«  +  «r  +  w#  +  '  •  •  • 
zusammenfassen.     Demnach  ist 

Fp  —  rr«  =  Wj  -f-  «^  -|-  ti,  -j-  •  •  •  • 

.mithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

lAm  Vp  —  ü  =  Lim  (Wg  +  ^r  +  **«  +  '  *  0  5 
soll  nun  die  Reihe  3)   gleichfalls   ü  zur  Summe   haben,  so  muss 
LitnVp  =  U  oder 

5)  Lim  (t*g  4"  «'r  +  <*#  +  •••)  =  0 

Bein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingtep  Gonvergenz  der 
Reihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
in  der  Gleichung 

ü'  —   ^n  =  «»  +  Wh  +  1  4-  ttn+2  + 


•  •  .  •  • 


{ 
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Yorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  Un  +  «n  +  i  +  ö^^-« 
der  sogenannte  Rest  der  Reihe,  hat  die  Null  zur  Grenze,  weil  b©i 
unendlich  wachsenden  n  die  linke  Seite  in  IT  —  lAm  Un=  0  über- 
geht Nun  besteht  die  Summe  Uq  -}-  Ur  -\-  Ug  -\-  etc.  aus  p  —  r» 
Gliedern,  deren  Indices  >  n  —  1  sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 

0  <  %  +  Wr  +  w*  +  •  •  •  <  w»  +  Wn  +  l  +  w»  +  2  + 

mithin 

lAm  (t*g  -j-  ttr  +  <*«  +  ••')  =  ö* 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  convergirt  also  die  Reihe  un- 
bedingt. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  der- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Reihe  atfch 
dann  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des- 
sen absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er- 
ledigen. Der  absolute  Werth  irgend  eines  Gliedes  Um  werde  mit 
[Ufn2  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Voraussetzung 

[uo']  +  [t*i]  4-  [«*2]  +  [«*3]  +  •  •  •  V 
eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  { [ug]  +  [%]  +  M  + }  =  0, 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  Uq  -\-  Ur  -\-  Us  -\-  etc.  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden.     Daraus  folgt  sehr  leicht,  dass 

Lim  (ug  -}-  Ur  -^  Ug  -^  '  '  ')  =  0 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.  Wir  können  da- 
her folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wenn 
sie  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behält,  wo 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 

l  —  l-Li  —  l-|-!_.... 

1  2      I      3  4      I      5 

genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschen, 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt. 


•    •    •   • . 


•  •> 
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§.  40. 
ConTergenzbedingimgen  für  periodische  Beihen. 

Wegen  späterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reihen  von 
dffli  Formen 

|ao  +  «i  cosa?  +  «2  cos2aj  +  03  cos3a?  -f 
l>i  sinx  +  &2  sin2x  +  63  sin 3a;  + 
worin  die  Coef&cienten  Oq  ,  a^ ,  02  etc.,  &i ,  ^3  etc.  als  positiv  voraus- 
gesetzt werdeh  mögen.  Wir  unterscheiden  dabei  drei  Hauptfalle; 
die  Coefficienten  können  nämlich  gleich  sein,  sie  können  zweitens 
eine  steigende,  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  Oo  ==  Ol  =  «2  •  .  •  •  ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder 

Oo  [J  +  CO8X  4"  cos2x  +  cosSx  +     •  •  +  €Os(n —  l)a?] 

sin  (n  —  V)x 
2stnlx 
Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  |)  a?  zwischen  —  1 
und  -f-  1  hin  und  her,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die  Reihe  hat  also,   in's   Unendliche  fortgesetzt,   keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt.     Zufolge  der  Gleichung 

hl  [sinx  -j-  sin2x  +  sfnSa;  -|-  •  •  •  +  sin(n —  l)x'] 

1.  Fl    xi  cosin  —  ^xl 

gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe ;  letztere  divergirt 
daher  gleichfalls  für  6^  =  62  =  ^s  etc. 

Bilden  Oq«  (h^  <h  ^tc.  und  ebenso  b^,  h^  etc.  eine  steigende  Reihe, 
80  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coefficienten  eine  abnehmende 
Reihe  ausmachen. 

Die  Summe  der  (n  -f*  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
4+1;  multipliciren  wir  die  Gleichung 

g„^i  =  I «0  +  <»i  cös 0?  -j-  Oj  cos  2  a?  +  •••  +  <3t«  cos n a? 

mit  2  sm  I  o;  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 
die  Differenz  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2  8njf.isin\x 

=  ao8in|a?  -f.  a\  {sin\x  —  sin\x)  +  Oa  (srnfo?  — sm|a?)  +  •  •  • 

.        /  .  2n— 1         .   2n-3  \  ,      /  .  2n+l         .  2w—l   \ 
•••+a»_ilsm — - — X — sin — - — a?  J+aJ  s«n — - — x — sin — - — x) 
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und  bei  anderer  Anordnung 

^   .   1       «  .    2n  4-  1 

2stnlx.Sn^i  —  (inStn  — - —  x 

=  («0  —  (h)sin  5  a?  +  (oi  —  o«)  stn|a?  +  (a^  —  (h)sinlr  + 

+  (««-  1  —  ««)  s«w  — r a;. 


.  •  .  • 


Unter  der  Yornussetznng,  dass 

1)  Oo  >  öl  >  «2  >  «3  .  .  .  .,  und  Lim  an  =  0 
ist,  lassen  wir  n  in^s  Unendliche  wachsen  und  haben 

2)  lAmSn^i  =  ^-T^i-T   («0— öi)sm|a:  +  (ai— ai)8tn|a? 

+  (oj  —  Oalsrnfa?  H z- 

Hinsichtlich  der  Reihe 

3)  (ao  —  Ol)  4-  («1  — Wa)  +  («2  —  Ö3)  +  •  •  •  •• 

als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen,  ist 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  61iedei*n  besteht  (wegen 
ÖQ  !>>  öl  ^  O)  etc.)  und  dass  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 
=  00  —  ön,  mithin  ihre  volle  Summe  =  «o  —  lAma^  =  Oq  ist; 
die  Reihe  3)  convergirt  also.     Um  so  mehr  muss  auch  die  Reihe 

4)  (öo  —  öl)  sin  I  rc  +  («1  —  a-i)  sin  |  a;  -j-  (02  -—  Oj)  sm  |  a?  +  •  •  •  • 

convergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  ausserdem 
besitzt  die  Reihe  4)  theils  positive,  theils  negative  Glieder.  Beaeich- 
nen  wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  9>(a;),  so 
folgt  aus  Nro.  2) 

2  sin  l  X 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  so  lange  x  nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  +  2  ;r,  +  4  jr,  +  6  jt  etc.  erhält;  d.  h. 

Wenn  die  positiven  Coefficienten  Ooi  öi,  a^  etc.  eine 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  convergirt 
die  periodische  Reihe 

5  ao  +  öl  cos  a?  +  02  cos  2  a?  +  Ö8  cos  3  a?  -|-  •  •  •  • 
für  alle  a?,  die  nicht  von  der  Form  +2  Icn  sind. 

Indem  man  it  ■\-  x  d^n  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt 
man  zu  dem  zwreiten  Satze: 


für  periodische  Reihen.  185 

Unter  den   obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 
Reihe 

jOo  —  üi  C06X  +  a.2  C082X  —  03  cosSx  -f  .  . .  - 
für  alle  a?,  die  nicht  von  der  Form  +  (2h —  1)«  sind. 
Um  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Reihe  der 
uns  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn=hi  sinx  4"  ^2  8in2x  -|-  hs  sinBx  +  •  •  •  +  hnSinnx 
it  2sin\x  und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
isdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

2stnlx  .  Sn  +  hnCos ^ — X 

=  l>i  cos\x  —  (bi  —  h2) cos^x  —  (&2  —  h3)coslx  —  •  •  •  • 

• (K-i  —  ^jcos — - — X' 

Vorausgesetzt,  dass 

^  ]1>  ^a  >  ^  •  •  •  •  •   »    lind    Lim  hn  =  0 
ist,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

ImSn==-T--T--r-\hcoslX''(hi--h2)co8lx-'(b2-''bs)coslx [• 

2  stfi ^x  {  ) 

Die  Reihe 

Q>i—h)  +  (*2  — &3)  +  (bs  —  h)  +  ••• 
enthält  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  !>i ;  daher  convergirt  um  so 
stärker  die  Reihe 

(pi  —  hi)  cos  Ix  -\-  (02  —  }>s)coslx  +  Q>3  —  hi)coslx  -!-•.•. 
und  folglich  hat  auch  die  Reihe 

bi  coslx  —  (bi  —  h2)coslx  —  (h^  —  'bs)coslx  —  •  •  •  • 
6uie  endliche  Summe,  die  ^  (x)  heissen  möge.    Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 

i>(x) 


Lim  Sn  = 


2sinlx 


geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  x  keinen 
der  Werthe  0,  +  2;r,4:4jr,  +  6jretc.  erhält  Im  letzteren  Falle 
^ärde  aber  die  Summe  der  Reihe  verschwinden,  und  man  kann 
laher  sagen: 

Wenn  die  Coefficienten  &i,&29^  etc.  eine  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Reihe 
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hl  sin  X  +  b2Sin2x  +  h^sinSx  +  •  •  •  • 

convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  7t  -{-x  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt  m 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Voraussetzung  ist  auch 

hl  sin X  —  h2Sin2x  -\-  hssin^x  —  •  •  •  t 

eine  stets  convergirende  Reihe. 

§.  41. 
Addition  und  Multiplication  unendliolier  Reihen. 

I 

I.  Es  sei 

1)  i'n  =  Wo   +  Wl    +   «*2    +   •  •  '  +   W«, 

2)  ön  =  Vo  +  Vi   +  Va  +  •  •  •  +  t;„ , 

so  ist  auch,  wenn  a  und  h  irgendwelche  von  n  unabhängige  Factor 
bedeuten, 

3)  auo  +^^0  +  <^^i  +  ^*'i  +  '  •  '  +  ^w«  -|-  ^^n 

=  aPn  +  hQn. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  Lim  Pn  ■=  P  und  Idm  Qn  = 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Reihen  1)  und  2),,  und  zw 
hat  die  erste,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  P  zwo  Summe,  die  zwe: 
Q\  femer  wird  aus  Nro.  3) 

c^Uq  -\-  hvo  4-  ^^1   +  ^^1   +  öt%   +  ^^2   +  •  •  •  • 

=  Lim  {aPn  +  &§„)  =  aP  +  6  §. 

Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 

Das  Aggregat  zweier  convergenten  Reihen  ist  wi 
der  eine  convergirende  Reihe  und  die  Summe  d 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  d 
ursprünglichen  Reihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  fCtr  jede  endliche  Anz; 
gegebener  convergiren  der  Reihen. 

• 

II.  IJm  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  I 
hen  zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabe 
X  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechen! 
Partialproducte  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 

P2n  =  oo  +  «1  a;  +  aa a;2  -f  .  .  .  -f  a2«a;2«, 
Q2n  =  ho  +hix  +hx^  ^ +  t2«a?^% 
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üthin  P2n  Qin  =  chho  +  (op 5i  +  aiho)x 

+  *(«o  ^a  +  «1  ^1  +  ^  ^ü)  i»* 
+ 

+  (aihn  +  (hhn-1  +  •  •  •  +  «2n-i&2  +  «2»  &i)  a?**+^ 

+ •  • 

+  ö2n^2na;*«; 
vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  folgenden 

l)    82U  =00^0  +  («0^1  +  «1  h)^  +  ((hh  +  eil  h.  -]-(hh)^^  -\ 

ndem  man  x  sowie  alle  a  und  h  als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
mmittelbar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

Es  sei  femer 

P,,  =  Oo  +  »la?  +  (h^^  -|-  .  .  .  .  -|-  a„aj», 

ön  =  ^0  rh  ^aj  +  hx^  H +  5„af , 

mithin 

+  («0^2  4-  öl^  +  «2^^^ 
+    •   •  •  • 

+  anfe»a;2", 
»  hat  man  durch  Vergleichung  mit  182, 

Sin  >  Pn  Q. 

lud  mit  dem  Vorigen  zusammen 

')  P2nQ2n>  S2n>  PnQn. 

Bei  unendlich  wachsenden  n  werden  die  für  P2« ,  ^2n »  Pnt  Qn 
ngegehenen  Reihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
ergenz  sind 

Lim  P2n  =  Li^  Pn  =  -P» 

Lim  Q2n  =  Lim  Qn  =  Q 
idliche  Grössen ;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
e  Gleichung 

Lim82n  —  PQ, 

liehe  sagt,  dass  die  Reihe  4),  in*s  Unendliche  fortgesetzt,  convergirt 
d  P  Q  zur  Summe  hat. 


>« 
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Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit    Gliedern  Ton  an« 
gerader  Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

-Pan+i  =  Oo  +  aiOJ  4-  •  •  •  +  (Hn^''  +  aiii  +  iic^^+i, 

ftn+i  =  6o  +  &ia?  H 4-  &2«a;2"  +  &2l.  +  la;2'•+^ 

so  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,  dass 
in  Nro.  5) 

ZU  setzen  ist.     Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Reihen 
wird  dann 

Lim  P2n+1  =  -P»         J^'W»  §211  +  1  =   ö. 

und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6) ;  d.  h.-: 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 
Oo  +  «i  a?  +  a2  aj2  -f.  03  a?3  -|_  . .  .  . , 

&o  +  &i  a:  +  5i  a?^  +  63  a?»  +  •  •  •  • 
nur    positive  Glieder    enthalten,  so  ist  ihr  Produc^ 
eine  gleichfalls  conyergente  Reihe,  nämlich 

»0  ^0  +  («0  &i  +  «1  &o)  X  +  (oo  &2  +  «1  &i  +  «2  W  «*  +  •  •  •  • 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  dei 

Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Schlüsse,    mittelst    deren   die   Ungleichung   5)   hergeleite 

wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  Ursprung 

liehen  Reihen  negative  Glieder  enthalten;  denn  es  könnten  z.  B.  di 

Glieder,   um  welche  P^nQ^n  reicher  als  182«  ist,  zusammen  so  vie 

Negatives  geben,  dass  P^^  Q2n  weniger  als  8%n  betrüge.     Unter  die 

sen'  Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

«0^0  +  («0^1  +ai&o)a?  +  («0^2  +  Ö1&1  +«2feo)a?*  -f  .  .  . . 
divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  angebbar,  mithin  auc 
nicht  z=i  P  Q  sein.    Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  Ausnahmefalle 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Nimmt  man 

und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordne 
so  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 


ä 
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8  =  ^i  —  ^  "("^  —  ^4  -]-••••» 
deren  ntes  Glied  ist: 

,-j_  .1.1,     I      1      ,1 

IN       f(»-l)2     ir(n-2)3"^      "^ir2"(n-l)'^f« 
Nach  dem  hekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

V(«-&)(Ä  +  i)<tL±l, 

mithin 

•  nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  Ä;  =  0,l,2,...n  —  1 
^   aod  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  t^  gleichzeitig  mit  n  in^s  Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Reihe  8  divergirt,  mithin  8  nicht  r=  P^  sein 
kann.. 

Hiernach  hedarf  der  Fall,  wo  die  zu  raultiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untcrsuchunff.  Die 
Beihen  mögen  aus  Gliedern  mit  alternirenden  Vorzeichen  bestehen, 
etwa 

P  =  Oo  —  «1  fl?  +  aj  aj2  —  «3  a?^  + 

Q  =  ho  —  hix  +  liX^  —  hx^  + 
und  convergiren.   Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle   nega- 
tiven Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir  setzen 

üi  =  Oo  +  «9^'  +  ö^4J»*  +  ^6^^  +  •  •  •» 

üi  =  OiX  +  OsX^  4-  «5^«?*  + 1 

Vo  =  h  +  hiX^  -f  h4,x^  +  hex^  +  .  .  . . 


•  •  •  • 


•  •  t  • 


Fl  •=  fei  a;  +  ba  ^'  +  ^5  a?^  + , 

so  sind  zwei^  Fälle  möglich ;   es  können  nämlich  die  vorstehenden 
vier  Reihen  ebensowohl  convergiren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 


*)  So  convergirt  z.  B.  die  Reihe 


\-\  +  l-\  +  l-i  +  "'- 


1 


aber  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Reihet 

i  +  i  +  H----->ia  +  l +  !  +  •••). 

und  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder: 

-J  +  J  +  I  +  •  •  •  =  l(i  +  1  + i  +  •  •  •)• 

e 
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^)i  ^1»  ^0»  Vi  ini  ersten  Falle  endliche  Grössen,  im  zweiten  Fafle 
unendlich  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall,  so  ist 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

P=  Uo  -  üi,  Q=  Vo  -  Fi; 

ferner  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  solcher  con- 
vergirender  Reihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 

UqVq  =  aoho  -^  (ooh  +  (hh) x^  4.  . . .  . 


I 


DiF, 

OohiX 

UiVo 

OiboX 

üiFi  — 

mithin 

•  •  •  • 


=  Oo^o  —  («0*1  4-  (hh)  ^  +  («0*2  4-  «1^  +  «3*0)  «• 

—  («0*3  +  «1*8  +  «2*1  +%*0)«'  + 

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 

(Oo-Di)(Fo-Fi)  =  P«, 
mithin  convergirt  die  erhaltene  Reihe  und  h&t  PQ  zur  Summe.  Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Mukiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen ÜJ),  Uij  Fo,  Fl.  Diese  Bedingung  ist  aber  erf&llt,  wenn  die 
Reihen  P  und  Q  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  beibehaltöi» 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichgrosse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  Uq  und  üi  oder 
Fo  und  Fl  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sich 
von  endlicher  Grösse  sein.  Wir  haben  daher  den  Satz: 
Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 

Oo  —  Ol  a?  -|-  0-2  a?*  —  03  rc*  -|- 

*o  —  *i  a?  4-  *2  ^^  —  &3  a;3  4-  •  •  •  • 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  all9 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
so    ist    ihr  Product    eine    gleichfalls    convergirende 
Reihe: 

«0*0  —  («0*1 4- «1*0)^  4"  («0*2  4- «1*1  +  «2*0)^?* — •••• 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  dsrs  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersteh  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraus  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert. 
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§.  42. 
Die  Differentiation  iinendliclier  Reihen« 

Schon  in  §.  5  wurde  bemerkt,  dass  im  Allgemeinen  der  Diffe- 
rentialquotient von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  noth- 
wendigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differentialquotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 

1)  S  =  t*o  +  Wi-|-^+%H"**'i^  i^^- 

nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkeit  von 

dx         dx  dx  dx 

Bcbliessen  dürfe.     Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

Da  Un  und  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

ax 

kann  es  geschehen ,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 

die  zweite  Reihe  divergirt ;  dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

dS 
nicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  —z — 

(t  X 

nicht  gleich  sein ,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.     Dass 
derartige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

„        cosx    ,    cos2x    ,    cosSx    , 
1      ^       2      ^      3       ^ 

Hier  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0  und  7t  enthaltenen  x 
und  daher  ist  8  eine  bestimmte  Function  von  X]  dagegen  divergirt 
die  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  sinx  —  sin2x  —  sin  3  a?  —  .... 

nnd  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  -j —  sein.      Das  Befremd- 
en«)!/ 

liehe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 
f  übrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend- 
:  lieber  Reihen  eigentlich  auf  die  Umkehrung  der  Aufeinanderfolge 
zweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
Dämlich  den  Differentialquotienten  einer  Function  durch  das  Vor- 
setzen von  D  und  die  Summe  von  Wo  -|-  tti  -|-  1*3  +  etc.  kurz  mit 
27  tf,  so  ist  in  unserem  Beispiele 

rt        -,  cos  nx       ,.  -    ^  r*        V 

8  =  2 ,     (für  n  =  1,  2,  3  .  .  .) 


192    Cap.Vl.  §.42.  Die  Di£fereiitiation  unendlicher  ßeihen. 

und  daher  auch 

n 
dagegen  ist  nicht 

DS  ~  SB =  2;  ( — stnnx), 

n 

d.  h.  man  darf  die  mit  2  und  D  bezeichneten  Operationen  nicht  io 
umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Vorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  da^ 
über,  ob  überhaupt  D£u  =  £Du  ist,  sogleich  auf,  wean  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  diyefgirt ,  und  die  Frage  kann  daher  cur 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reihe 
der  DifiPerentialquotienten  convergirt  Wir  wollen  die  wichtigsten 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.  Die  Eeihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  f(x)  ihre  Summe 
etwa 

3)  f(x)  =  Oo  +  aix  -\-  OiX^  +  chx*  +  '  '  '  • 
Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

Lim  .5l±i^L^  =  Lim  (^^^x) 
weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Werth  von 

lAm =  X 

öfi  +  i 

so  können  wir  die  ebenerwähnte  Gonvergenzbedingung  durch  —  ^ 
<C  X  <^  -^  X  ausdrücken.  Für  alle  derartigen  x  convergirt  ferner 
die  Reihe 

lai  +  2  02 «  -|-  3  «3  a;2  +  4  a4  aj'  +  •  •  •  • 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 

_.      (n+l)an  +  ia;"         _.     \   "*"  n/  «  ^, 

Ltm  - — ■ —    ,   \ =  Ltm  =  --  <  1 

nanX^'^^  On  '    X 

ist;  mithin  besitzt  die  zweite  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  q>{x} 
heissen  möge,  d.  L 

4)  <p(x)  =  lüi  +  2aiX  +  SosX^  + 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x  zwischen  —  X  und  -f"  ^ 
liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  willkührliche  Zahl  h  von  der  Beschaf- 
fenheit finden,  dass  auch  x  -\-  h  zwischen  — >  X  und  -{-  X  enthalten 
ist,  und  dann  gelten  die  Gleichungen 
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5)  f(p  +  Ä)  =  «0  +  «1  (^  +  Ä)  4-  Oa  (a;  4-  Ä)2  -f 

6)  90r  +  Ä)  =  1  Ol  +  2  a,(a?  +  Ä)  -f  3  a3  (a?  4-  Ä)«  + 

Von  den  Gleichungen  5)  und  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  divi- 

diren  mit  h  und  henutzen  rechter  Hand  den  Satz 

oder  specieller. 

wir  erhalten 

^  h 

=  1  Ol  +  203 (a?  -j-  -Ö-a Ä)  4-  3 as  (a;  +  ^3 Ä)«  +  4ai(x  + d-^hy -\ 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  alle  Goefficienten  ai,  02  etc.  positiv  seien  und  dass  x 
gleichfalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  <  x  <C  +  A) ;  die  Summe 
der  rechts  stehenden  Beihe  ist  dann,  h  als  positiv  vorausgesetzt, 
grösser  als 

lai  +  2^2  ^4-  BosX^  -{- =  q)(x) 

und  kleiner  als 

lai  +  2  02(0;  +  Ä)  4-  3  «3  (a?  4-  Ä)«  4-  .  •  .  =  q>(x  -\-  h\ 
wir  haben  also  zusammen 

^>{x)  < rr^ <  ^>{x  4  h). 

Bei  negativen  h  ist  dagegen 

Aus  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze 
für  verschwindende  h 

q)(x)  —f{x)\ 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Reihe 
1  «1  4"  ^<h  ^  4"  3  03  a;2  4^   etc.  gleich  dem  Differentialquotienten 
von  der  Summe  der  Reihe  a^  -\-  üi  x  -\-  a^  x^  -{-  A  ^ 

Es  kann  sich  in  speciellen  FäUen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
för  a;  =  -{-  A  convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört- 
lich dieselbe ,  nur  muss  man  h  negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
<^  A  wählen,  um  das  Convergenzintervall  nicht  zu  überschreiten. 
Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe 
f{x)  =  ao4-«i^  +  ««^^4-ö3a?^4- 

Schlftmilch,  Analysia.  13 
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m 

positive  und  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  uns  x  immer  als 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Vorzeichai 
auf  Rechnung  der  Coefficienten  schreiben.  Denken  wir  Uns  alle  posi- 
tiven Glieder  zu  einer  Reihe  zusammengefasst  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren 
jede  für  sich  nur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  convergiren 
zufolge  der  anfanglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Summen 
bestimmte  endliche  Functionen  von  a?,  die  wir  mit  fi(x)  vaidfi{x) 
bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)=A(x)^A(x). 

Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe   und  es  sei  <Pi(x)  die  Summe 
aller  positiven,  tp^ix)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 

<p(x)  =  (pi(x)  —  (pi(x). 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

q)^(x)  =  f{(x)  ,    (P2ix)=f^(x\ 
mithin 

also  ist  auch  hier 

fp(x)=f(x). 
Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem,: 
Wenn  diq  Gleichung 

für  alle  zwischen  —  k  und  4-  ^  enthaltenen  x  gilt,  s  ^ 
ist  unter  derselben  Bedingung 

/'(a?)  =:lai  -]-  2a<i  X  -\-  3a^  x'^  -\-     -  '  •  ; 
diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an    den  Grenze  ^^ 
der  Convergenz  (für  a?  =  +  A),  wenn  in  diesen  Fälle  ^^ 
beide  Reihen  convergiren. 

IL  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgemeine?^ 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen  Reils.^ 
irgend  welche  Functionen  von  x  bilden. 

Es  sei  Ullrich  die  ursprüngliche  Reihe 

S)         f(x)  =  t(x,  0)  +  t(x,  1)  +  ^(rr,  2)  + 

convergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  stetige  Function  von  x;  ferner  convergire  auch  die  Reihe 
der  Differentialquotienten 

9)  9)(a;)  =  ^'(ä:,  0)  +  ^'(x,l)  +  ^'(a;,  2)  + 

von   denen  jeder    einzelne    gleichfalls   continuirlich    bleiben    möge, 
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wenigstens  innerhalb  des  Convergenzintervalles.  Wählt  man  jetzt 
h  so  klein,  dass  o;  -{'  ^  die  Grenzen  der  Convergenz  nicht  überschrei- 
tet, so  erhält  man 

10)  f(p>  +  ft)  -  f(<^) 

h 
=  ^'(x  +  d^oh,  0)  +  ^'(rc  +  'Ö'iÄ,  1)  +  ^'(rc  +  '^aÄ,  2)  + 

und  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  ^(si)  und  ein  indivi- 
dueller Werth  von  e,  etwa  jg  =  x,  gegeben,  so  lässt  sich  h  immer  so 
klein  wählen,  dass  die  Function  ^(z)  innerhalb  des  Intervalles 
e  =z  X  bis  ß  =  X  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  FäUen*)  h  so  klein  nehmen  können, 
dass  jede  dei;  Functionen 

tf''(a?,  0),     ^'(rc,  1),     p'(x,2), 

von  X  his  X  -}-  h  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10)  vor- 
kommenden Reihe  zwischen 

^'(a?,  0)  +  tlf\x,  1)  +  tl>\x,  2)  H =  (p(x) 

und 

^'{x-\-h,  0)  +  ^\x  +  Ä,  1)  4-  tl,\x  +  Ä,  2)  H =  (p(x  +  h) 

enthalten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

worin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende ,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende ^  beziehen.  Durch  üebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h  wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 

(p(x)=f(x)', 

IQ  diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  erlaubt. 
Dasselbe  gilt,  wenn  h  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
bestimmten  unveränderlichen  Stelle  ab  die  Functionen 

rp'(x,m),     ^'(oj,  w+1),     ^'(o;,  w»  + 2),  •  •  •  • 

entweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 
Reihe  10)  zerlegen  in 

tjf'ix-^-d'^h.O)  +  ^\x  +  ^ih,l)  H +  ^'(a?  +  '9'm-iÄ,W-l) 

+  *'(^  +  ^mÄ,w)  +  ^'(a;  +  ^m  +  iÄ,m+l)  + 

and  jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Ausnahmefälle  sind  in  der  That  möglich,  wie  nachher  gezeigt 
werden  soll. 

13* 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Abschnitte  I.  lässt  sich 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  10) 
positive  und  negative  Glieder  besitzt;  die  Aufstellung  eines  allge- 
meinen Theorems  mag  aber  unterbleiben,  weil  dieses  an  so  viele  Be- 
dingungen geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unbequeme 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  ge* 
denken.     Ist  z.  B.  a;  <  1  und 

^'(ic,  n)  =  (1— a;)a?2», 

so  kann  man  zwar  für  a;  <;  1  dem  h  einen  solchen  Werth  geben, 
dass  ttf'(Xj  w),  i^'(a;,  w  -|-  1)  etc.  zwischen  x  und  x  +  ^  ^^^  wach- 
sen oder  nur  abnehmen,  für  x  =  1  und  ein  negatives  h  =  —  8  ist 
dies  aber  nicht  mehr  möglich.     Die  Function  ^'(a?,  n)  erreicht  nära- 

2  n 
lieh  für  X  =  -r r-T-  ihr  Maximum:  man  mag  nun  d  so  klein  wäh- 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  geben,  für 
welche 

^  2n  +  l   ^ 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  d  und  1  eintreten,  die  also 
innerhalb  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Diffe- 
rentialquotienten ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  für  x  <Z  1,  aber 
nicht  f ür  a?  =  1  giltig. 

in.  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  der 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  be- 
rücksichtigt, indem  man  von  dem  Satze*) 

^(,  +  ,),-^(,)  ^  ^,^^^  ^  ^^  n^^^n) 

Gebrauch  macht.     L&sst  man  nämlich  in  der  Gleichung 
11)  f(x)  =  *(«,  0)  +  il>(x,  1)  +  il>(x,  2)  -f 


.    .    .    • 


X  um  h  wachsen,  ohne  das  Convergenzintervall  zu  überschreiten,  so 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


♦)  Dieser  ist  ein  specieller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  folgt 
aus  letzterer  für  /  =  Vi  «  =  ^?  ♦»  =  2. 
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J2)  /(a;  +  ft)  -  m 

h 
=>'(^,  0)  +  ^'(a?,  1)  +  tl;'(x,  2)  +  tp'(x,  3)  + 

fli«  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

♦"(aj  +  ^oh,  0)  +  tp''(x  +  -Ö-iÄ,  1)  +  ^"(a;  +  'Ö'aÄ,  2)  H 

convergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lange  ist  ihre 
Somme  eine  endliche  Grösse,  etwa  ^(x^  Ä),  und  wenn  sie  dies  auch 
ßlr  J^  =  0  bleibt,  so  wird 

LimlhW(x,  h)]  =  0, 

mithin  nach  Nro.  12) 

13)  f(x)  =  *'(a?,  0)  +  ^'(o:,  1)  +  ^'(x,  2)  H 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.     Es  sei  x  ein  ächter  Bruch 
ii(x,  0)  =  0  und 


*(^.  w)  =  —  Z^i  — £-j  ==  un; 


nach  §.  37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  t«i  +  ^  +  ^tc. 
Setzen  wir  daher 

80  folgt 

15)  f(^  +  h)-f(x) 

2x  2x  2x 

+  -^ 15  +  TT^ 3;  + 


12  — a;2    '    2^  —  x^    '    32  — a;2 


12  +  (a;  +  0'iÄ)2  22 +  (a;  + 0-2^)2 


{x  +  d-ih^]^    '    [22— (a;  +  '9'2Ä)2p 

wobei  i^  80  klein  gewählt  werden  muss,  dass  auch  x  -{-  h  ein  ächter 
Bruch  ist.  Die  Summe  der  letzten  Reihe  wird  zu  gross,  wenn  man 
statt  X  -{■  d'2h,  X  -{-  ^s^  6^^*  ^^^  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 

^  ^  ^*'  "^  ^  [1  _  (a;  -f  «-lÄ)«]«  ^  (2«—  1)«  ^  (3»—  1)»  ^         • 

hier  convergirt  die  von  x  unabhängige  Beihe  und  hat  eine  numeri- 
sehe  Summe  £1^  mithin  ist 

und 

IAm[hW{x,  hy\  =  0. 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 


».  .  2ic  %x  2x 

f(x)  =  — — 1 — —  -I — —  + 

•^  ^  ^        1»  —  a.2  ~  22  —  a?»  ~  32  —  Äj« 


und  daraus  erhellt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  DifiPerentiatio^iQ 
der  Gleichung  14)  erlauht  ist. 

§.  43. 
Die  unendlichen  Doppelreihen. 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Reihe  mit  doppeltem  Ein- 
gänge versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

1)  %   +  \    +  ^3   +  \    + 

+  u^  +  u^    -\-  u^    +  u^    + 

+  «"  +  «°  +  <  +  «°  + 

+ 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  u      dargestellt,  wo  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  %    +  ^1    +  ^i    + +  t*«-i 

+  ^0    +  ^1    +  ^1    "^ +  ^l-i 

+ 

die  Zahlen  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  be- 
zeichnet daher  S^*"  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  imter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  ^^^  bei  gleichzeitig  unend- 
lich werdenden  m  und  n  nähert.  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  ipid  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.    Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  S  zur  Summe  habe,  so  ist 
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3)  s  -  sj;'^ 

=  .K     +%+i  +  — 

+  \     +■  \^i  +  •  •  •  • 


Xm-l)    ,     ..(w-1) 


+      ATO— i;    1^       iwi— i;      1 

«*o       +  **i       H +  <      +  %li    + 


'       0  .  '        1  '  '        n  '        fi  +  1        ' 

+ 

und  da,  der  Voraussetzung  zufolge ,   S      bei  gleichzeitig  in's  ünend- 

Kche  wachsenden  m  und  n  der  Grenze  S  zustrebt,  so  kann  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
verzeichneten  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht 
werden,  wenn  man  m  und  n  gross  genug  wählt.  Wegen  des  positi- 
ven Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
len  Grössen  zu: 

Qn     =%  +«„  +  1     +«„  +  »       + 

+  ««    +«Ui  +"U»  +••••• 


(m— 1)   I     ..(w— 1)   I       .(m— 1) 


+ •• 

I     -/'»  +  !)    I     ./'»  +  1)    I      

+ ••    ••, 

denn  es  besteht  jede  dieser  Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  verzeichnet  sind*)-     Die  nunmehrige 
Gleichung 


4)  g_s<'»'=p^+pf">4-or' 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise;  man  kann  erstens  dafür  setzen 
5)  s_  ^(«)_  ö<>»)  =£((■»)+  p^, 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  Hoii- 
zontalreihen  aus  Nro.  1).    Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 

8  =  u   -{-  u  4-  u    + in  inf. 


S^  =  w^  +  w'  +  M^  + 


U.  B.  W. 


wo  8y  $  ,  $    etc.  selbstverständlich  endliche  Orössen  sind,  so  hat  man 
statt  der  Gleichung  5) 


S 


Xm) 


-  0^"^=  s  +  s'  +  s"+  .  .  .  +  V-^-'K 


Bei  unendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  q^^^  und 
Öh     S^S^^  ^^®  l^uü  convergiren, 

6)  iS  =  s  +  s^   +  s"  4-  s™   H 

Femer  kann  man  statt  der  Gleichung  4}  schreiben 


♦)  Die  Bedeutung  von  g^^  ^^"^  und  a^'*^  wird  durch  folgendes  Schema 
vollkommen  anschaulich: 


• 

e. 

^<-> 
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und  hier  enthält  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Yerticalcolonnen  aus 
Nro.  1).     Für 

8  ==  u  4-  u^  4-  u^  4-  '  *  '  »  in  inf. 

0            0    '        0    '        0    ' 
8   =  U    +  W^  +  w"  + 

1         1   '      1   '      1    ' 

U.  B.  W. 

ist  nämlich 

and  hieraus  wird  hei  unendlich  wachsenden  m  und  n 

7)  S  =  «0  +  «1  +  «i  +  «3  +  •  •  •     • 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Yertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

IL  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Conver- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  man 
^  die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Verticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet;  es  fragt  sich  nun,  ob  diese 
Schlüsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

mt  u  .  u    etc.  u  ,  u  etc.    Ferner  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 

der  Horizontälsummen  s,  ä',  s^  etc.  convergire  und  S  zur  Summe 
habe;  es  ist  dann 

8  =  8  +  ^  +-8°  +s™  -!-•.•• 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S^"*^  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

Für  hinreichend  grosse  m  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  S  =  lAmS^^^);  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  6  irgend  eine  willkühr- 
liche  Zahl  bezeichnet,  so  kann  m  immer  so  gross  gewählt  werdeUi 
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8)  8<"^     +  g(«+i>^_  g(™+«  ^: 

0  '         l  »  ' 


•    •    • 


0  '         1  '         3 

.(w»  +  2)    ,     ,,(m  +  2),      ^Xw  +  2) 


+ 

weniger  als  |c  beträgt.  Andererseils  sind  s,  s^,  s^  etc.,  der  Voraus- 
setzung nach,  endliche  Grössen,  mithin  convergiren  die  gleichgelten- 
den Horizontalreihen,  z.  B. 

0         '  1         '         1  ' 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

(m)    ,        (m)      i        (m)      j 

^n        •        n  +  1    '      **n  +  2      • 

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 

1 

dass  diese  Summe  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl,  also  auch  <'- — s 

2m 

gemacht  werden  kann,  wenn  n  wächst.     Die  Summe  der  m  Reihen 

«»     +««+1  +««+»  +•••• 
+  «1     +K+1  +«U«  +  —  • 

+  \  +  \  +  l      +  **«+2       + 

lässt  sich  daher  unter  |£  herabbringen.  Vereinigen  wir  diese  »»Rei- 
hen mit  denen  in  Nro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 

\  +    «*n  +  l      +   •  •  • 


.(»»-1)    I     ..(m-1) 


0  '  1 


•        n  '        »+1         ' 


+ 

kleiner  als  s  gemacht  werden  kann,  also  jedenfalls  eine  endliche 
Grösse  ist.  Durch  Hinzufüguiig  der  in  ^  enthaltenen  Glieder  ent- 
steht jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe.  Unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz : 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  cönvergente  Reihen  geben  und  wenn  die  Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  convergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man^die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  verticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
ir  Reihenglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  liefern,  mag  fol- 
ndes  lehrreiche  Beispiel  zeigen.     Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

1(1-1)  -i(i-D  +i(i-^  -ja-}) +1(1 -i)  — 

•    A 

orin  je  zwei  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
sben;  die  Reihe  der  Horizontalsummen  ist  hier 

s  +  ßl   +  Sil  +  s^  -] 


.  •  •  •  • 


.1  —  5 

Für  die  Reihe  der  Yerticalsummen  findet  man 

So  +  Si  +  Sa  +  S3  + 

1   212   318   414   

—  5  313  41^1  gT^5  > 

»er  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  k  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

S2*-i  =  +  5    und     LimS2k-i  =  +  h 
dagegen  bei  Zusammenfassung  von  2  k  —  2  Gliedern 

voraus  erhellt,   dass  die  Reihe  der  Yerticalsummen  nicht  convergirt, 
)ndem  zwischen  -I-  g  und  —  |  hin  und  her  oscillirt. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befremdliclie  Resultat,  dass  die 
^trachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
imme  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird,  erklärt  sich 

br  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  ß»      aufsucht.     Man  findet 

r=i-©'»-^-(i-i)  +  (i-ir' 

1  um  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  abzuleiten 


S2*-2  =  5  —  ,.  .    .  ,  Lim  g2*-2  =  5  —  1  =  —  3» 
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muBs  man  m  und  n'  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lassen ;  dJ 
gieht 

S  =  I  —  1  +  £tmXimrri--~J  ^  J  • 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  constast 
und  yergrössert  n  volb  Unendliche,  so  hat  man 

Zrim  f  1 ]        \==zl,  mithm Lim lAmUl )        \  =  h 

undS=  +  |- 

Lässt  man  dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  Unendliche 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

LimUl  —  — J   ^  1=0,  mithin JWwXiwrri  —  — j   ^  1=0 

und  S  =  —  J. 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,  in  irgend  einem 
Verhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  B. 
m  -f~  1  =  hfii  wo  h  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
wird 


Lim  Lim  [(l-^)"*']  =  ^^-[(1-^)"]  = 


6-*. 


s  =  -  J  +  e  *. 

Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen,   dass  (1 1         bei 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestimm- 
ten Grenze  nähert ;  dasselbe  gilt  von  S^"*^  und  daher  ist  die  betrach- 
tete Doppelreihe  divergent,  obschon  sowohl  die  Horizontalreihen  als 
auch  die  Reihe  der  Horizontalsummen  convergiren.  Dagegen  wür- 
den die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergirenden 
Reihen  liefern  (es  wäre  schon  s  =  oe>)  und  eben  desshalb  besteht  das 
vorbin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

IIL     Eis  seien  P  und  Q  die  Summen  der  beiden  convergirenden 
Reihen 

«<o  +  Wi  +  w«  +  ««3  H •  • » 

«*o  +  «i  +  «^  +  rj  H . 

von  denen  wir  vorausset4ien ,  dass  sie  ihre  Gonvergenz  beibehalten 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ilire  absoluten  Werthe  reducirt  werden 
in  der  Doppel  innhe 


Cap.  VI.  §.  43.    Die  unendlichen  Doppelreiheti.        205 

+  UqVi    +  UiVi    +  U2V1    + 

+  U0V2  +  UIV2  + 

+  ^hn  + 

+ 
convergiren  nun  die  Horizontalreihen  und  haben  die  Summen 

Pro  ,     ^^1  »     ^^2        ^*^3  ^ f . 

auch  convergirt  die  Reihe  der  Horizontalsummen 

Pvq  +  Pvi  +  PVi  +  Pv^  -f  .  .  .  . 
=  P(vq  +  Vi  +  Vi  +  Vs  +...)  =  PQ, 
Zufolge  des  in  II.  ^sgesprochenen  Theoremes  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppelreihe  und  darf  nach  Verticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Reihe 

Wo  «'o  +  (%  «^1  +  «*i  «^0)  +  (wo  «^2  +  ««1  «^1  +  «^  %) 

+  («*o  «^3  +     Ui  t'2  +  Ui  Vi   +  W3  «^0)  +  •  •  •  • 
ist  convergent  und  hat  PQ  zur  Summe.     Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen  führt   demnach   auf  den   in  §•  41 ,  II.  entwickelten  Satz 
zurück. 


Cap.  VII. 

Die  Potenzenreihen. 

§.  44. 
Die  Theoreme  Yon  Taylor  und  ICao  Lauriiu 


um  vorerst  zu  einer  Yerallgemeinerung  des  in  §.  18  unter 
Nro.  17)  verzeichneten  Theoremes  zu  gelangen,  setzen  wir  ähnlich 
wie  dort 

1)  y(a;)=/(x)+i^/(«) +<^=|^/' («!)  +  .. . 

•••+1.2...(«-l/      '^'^ 

und  verstehen  unter  q)  (x)  die  unbekannte  Summe  der  rechts  stehen* 
den  Reihe;  gleichzeitig  nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Function 
/  (x)  nebst  ihren  n  ersten  Dififerentialquotienten  endlich  und  stetig 
bleibe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  x  =  a  bis  d;  =  5.  Durch 
Differentiation  ergiebt  sich 

und  da  unter  den  gemachten  Yorausetzungen  fp(x)  und  tp'(x)  von 
x  =  a  bis  x  =  h  endlich  und  stetig  bleiben ,  so  kann*  die  Formel  6) 
in  §.  8  oder  die  mit  ihr  identische 


Cap.  VII.  §.  44;  Die  Theoreme  von  Taylor  etc.        207 

mgewendet  werden ,  in  welcher  ^  (x)  eine  willkürliche ,  von  x  =  a 
m  x-=h  endlich  und  stetig  bleibende  Function  bedeutet,  deren 
)ifferentialquotient  tlf' (x)  gleichfalls  endlich  und  stetig  bleiben  muss 
md  überdies  zwischen  a  und  b  keinen  Yorzeichenwechsel  erleiden 
!arf.  Nach  Nro.  1)  ist  g)  (h)  =/(b),  ferner  lässt  sich  aus  der  Formel 
ür  f^  (x)  der  Werth  von  q)'  (a-\-d'[h  —  o])  ableiten ,  und  so  erhält 
lan  aus  der  letzten  Gleichung  den  Werth  von  q)  (a).  Setzt  man 
uch  in  Nro.  1)  x  =  a  und  vergleicht  die  beiden  Ausdrücke  von 
){a),  so  hat  man  das  Resultat 

(«)  +  ^/(a)+^-^ /»  +  -.. 


N. 


0>  -  g)»-^        (,_„ 
^  1.2. ..(«—!)  ■^        ^' 


•'^^      V'(a+d-[b  —  a])         1.2...(to— 1)     -^    ^  ^    ^      ^^ 


'ür  b —  a  =  h  oder  b  =  a-\-  b  folgt  hieraus  der  sogenannte  Tay- 
or'sche  Satz 

1)  /(a  +  Ä)-Ä.  =/(a)+•^Ä^-^Ä»^-".. 
^  1.2...(»— 1)        ' 
robei  zur  Abkürzung 

^  "  ~      y(a+d-h)       *  1.2...  (»—1) 

[esetzt  worden  ist.  Zur  Gültigkeit  dieses  Satzes  gehört,  dass  f(z) 
'W,/"W».../^"M^)»  *W  ii»d  ^'(;er)  von  xr  =  a  bis  js;  =  a  +h 
tetig  und  endlich  bleiben  und  dass  ilf'  (z)  innerhalb  dieses  Interval- 
»  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Für  a  =  0  und  h  =  x  ergiebt   sich   das   Theorem  von   Mac 
•aar in i  nämlich 

)       /(x)-i?.=/(0)+-^a;  +  4x '''  +  •"• 

^    1.2...(»  — 1)  ' 

_tP(x)-^(0)  (l-»)«-VW(»a;) 
"~      ^'(«-a;)      ■      1.2...(n— 1)  ' 

elches  aber  nur  gilt,  wenn /(«),/'(«),  /"(«;)  .../">(«),  *  («)  und 
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^'(xr)  von  z  =  0  bis  £f=x  stetig  und  endlich  bleiben  und  wenn 
if*  (e)  innerhalb  dieses  Intervalles  keinen  Yorzeichenwechsel  erleidet 
Da  der  genaue  Werth  des  positiven  echte^  Brudies  d^  unbekanot 
ist,  so  lässt  sich  auch  der  genaue  Werth  des  sogenannten  Restes 
jRm  nicht  genau  angeben,  sondern  nur  sein  Maximum  und  Minimom. 
Sehr  häufig  aber  ist  bei  unendlich  wachsenden  n 

6)  lAm  JBn  =  0 

und  dann  hat  man  aus  Nro.  5) 

7)  /(^)=/(o)  +  -^  x+  ^  X*  +.... 

d.  h.  die  Function  f(x)  lässt  sich  unter  allen  genannten  Bedingun- 
gen in  eine  nach  Potenzen  von  X  fortschreitende  Reihe  verwandeb. 
Dass  letztere  convergirt,  versteht  sich  von  selbst.  Ob  und  unter 
welchen  Umständen  Lim  Bn  =0  ist,  bedarf  in  jedem  Falle  einer 
besonderen  Untersuchung.  Diese  kann  man  sich  einerseits  durch 
passende  Wahl  der  beliebigen  Function  if  (xr)  erleichtem ,  anderer- 
seits kann  mau  hierzu  folgenden  Satz  benutzen:  wenn  ttn  einen  von 
n  abhängigen  Ausdruck  bedeutet,  und  wenn  ferner  bei  unendlich 
wachsenden  n 

«*« 
ist,  so  ist  Lim  Un  =  0.     Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  augen- 
blicklich aus  der  Bemerkung,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
die  unendliche  Reihe  t«i  -|~  ^2  -h  %  ~l~  etc.  convergiren,  mithin  auch 
Lim  Un  =  0  sein  muss. 

Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  /  (x)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend- 
liche Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten ,  dass  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  lets- 
tere  Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 

8)  f(x)  =ao  4-  «1  aJ  +  «2  «*  +  0^3  a;8  4- . . .. 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen,  welche  Werthe 
dann  die  Coefficienten  a^,  aj,  02  etc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Conver- 
genz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 

Lim  — rrr  X  Lim  — =^ 
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darf  mithin  die  Einheit  nichif  übersteigen,  folglich  mnss  Xtm  --^ 

eine  endliche  Grösse  sein,  welche  a  heissen  möge;  die  Convergena 
der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  ¥on  ax 
ein  echter  Bruch  ist  oder 

<a?<H 

a  a 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  einer  Zahl  e  wieder  mit 
[ß\  so  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


^'»[^^1=[«^^<^' 


bei  hinreichend  grossen  n  muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei- 
ner bleiben  als  ein  zwischen  [auß]  und  1  eingeschalteter  echter  Bruch 
«.  Derartige  Werthe  von  n  mögen  Ä;,  Ä  +  1,  Ä  +  2  etc.  sein;  nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

[a*+i  rc*+i]  <  [a* ar*]  e^    [a^+a ir*+2]  <  [a^ 0*1  b^.... 
mithin 

Zerlegen  wir  nun  die  Beihe  8)  wie  folgt 

« 

/  (a;)  =  Oo  +  ai  OJ  +  Oj  Ä*  +  •  •  •  4-  «*— i  ^^^ 

so  beträgt'  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
weniger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt'  sich 
die  vorstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

9)  fix)  =  ao  +  «1«?  +  a^x^  H +  at«iir*-i  +  ^/^      , 

worin  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet. 
Für  a?  =  0  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  ao, 

womit  der  Werth  von  üq  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Glei- 
chung 10)  von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  x^  so  hat  man 
weiter 

Bohlömilch,  Analysis.  1*  14 
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/(^)--/(0)_^    ,    ^  ^  ,                      .  ,   ,    ga,^V 
=ai  +  thx  -i h  a*-.ia?*-*  +  -3-- — ; 

X  1   —  c 

beim  üebergaDge  zur  Grenze  für  verschwindende  x  nimmt  der  Quo- 
tient linker  Hand  die  Form  §  an,  man  findet  aber  nach  ißr  Kegel 
des  §.  31 

11)  — j— =ai. 

Vermöge  der  Werthe  von  Oq  und  a^  hat  man  weiter  aus  Nra  9) 


x^ 

1  —  6 

und  als  Grenzwerth  för  verschwindende  o? 

Auf  gleiche  Weise   fortgehend,  erhält   man   fär  irgend  einen 
Coefficienten  a,«»  wenn  Ä  >•  iw  genommen  wird, 


«m 


1  .  2  .  3  ..  .99} 


Demnach  lässt  sich  einö  gegebene  Function  /(a?)  nur  auf  ein    " 
Weise    in  eine  unendliche  unbedingt   convergireude  Potenzenreil 
verwandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

ao  +  flfi  fl?  +  a-i  a;2  -f  «3  rc^  -|-  •  •  • 

nur  bestehen  kann,  wenn  die  Coefficienten   gleicher  Potenzen   von  ^ 
identisch  sind,  nämlich  flre=^ü»  fl^i=^i»  «2  =  ^2  o«  s»  w. 
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§.45. 
Der  binomische  Sats. 


Da  wir  die  Entwickelung  von  (1  +  a?)."  für  den  Fall  eines  gan- 
zen positiven  fi  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  wir  in^  Fol- 
genden immer  voraus,  dass  (i  keine  ganze  positive  Zahl  sei.  Behufs 
der  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  ferner 

/(«)  =  (! +a^ 
und  haben 

/(*)(a:)  =  ^(/x-l)0i-2)...(,i-[ÄJ-l])(l+rt^V^-* 
^fi(fi^l)(fi  —  2)...(fi  —  [k^l]) 

(1  +  xy-f^ 

wobei  die  zweite  Form  für  Ä;  >  ft  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
später  eintritt.  Sollen  nun  /(ar),  /'  (x%  /"  (x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  -|-  xY'^f*  nicht  verschwinden ,  mithin 
ist,  wenn  man  von  «  =  0  ausgeht,  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  -f  oo 
sa  beschränken,  so  dass 

—  !<«<+  00 

die  erste  Bedingung  der  Entwickelung  ist.  Nach  Nro.  4)  und  5)  in 
§»  44  und  für  ^  (ß)  =  x^  —  (x  —  zY  wird ,  p  >►  0  vorausgesetzt, 

1)  (l+xy^Bn 

-^l  +  jX  +  ^-YT^X-+  j-^-^^ 0.3  +  ... 

•  •  •    -4—    ■  X  m 

^  1.2.3...(>i— 1) 

2)  ^ff(ft-l)(/t-2)...  (^-[n~l])    (1  -~ ^)»-P rc" 
^        "  1.2....(n— l).i>  (1  + -e-rr)«-/^ 

Um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
die  beliebige  positive  Zahl  p  =  1  und  ertheilen  dem  Bn  die  Form 

/    _      fi    \   /x-^&x\T\       • 

*     \  W—  1/    \l+&xj 

Da  OJ  zwischen  —  1  und  +  ^  Hegt,  so  ist  1  +  d'x  jedenfalls 

14* 
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positiv,  mithin  |Lia;(l -|- '^^)^     ^  eine  endliche  Grosse;    daher  fragt 
sich  nnr  noch,  ob  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  geben, 
welches    bei    unendlich    wachsenden  n    der  Grenze   Null    zustrebt. 
Nennen  wir  |  den  absoluten  Werth  von  x,  so  ist  für  positive  o^  d.  1l 
für  «  =  I, 

und  bei  negativen  Xj  d.  h.  für  x  =  —  J,  wobei  |  ein  echter  Brach 
sein  muss, 

1  +  d'x  1-r^t  l—.H' 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  |,  mit- 
hin ist  in  jedem  Falle 


[SU]  <  «• 


wofern  nur  x  zwischen  —  1  und  -f"  ^  liegt.  Aus  den  bisherigen 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  Lim  i?„  =  0  wird,  sobald  der  Ausdruck 

"■=('-f)('-i)--(-A)«- 

bei  unendlich  wachsenden  n  diö  Null  zur  Grenze  hat.     Da  nun 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <C  1  sicher  statt, 
während  dagegen  f ür  J  >  1  sowohl  Lim  Un  als  LimJRn  unendlich 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  Uebergang 
zur  Grenze  für  w  =  oo 

3)    il+x)^=l  +  Ex+f!^x^  +  ^^^ 

-  1  <  a;  <  +  1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  x  =  -\-  1  und  a;  =  —  1  bedürfen 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  x  =  -|-  1  haben  wir  aus 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  jp  durch  n  ersetzen, 

^     "      ^^^  1.2.3 n  \l+d'/ 

Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  letzte 
Factor  liegt  zwischen  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  schlies« 
Ben,  dass 
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/     ^'"^  Ktt^)"]  = '- 

fldn  müsse,  weil  %"  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  das  Ver- 
schwinden von  Bn  findet  daher  nur  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt.  Um  hierüber  urtheilen 
za  können ,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  ^i.  Bei  positiven  ft  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  h  —  1  und  Ä,  zwischen  denen  ft  ent- 
halten ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
werden 

fi(ft-l)  (ft-2)  .  .  .  (fi^ln-1])^ 

^      ^  1.2...Ä  (k+l)  (k+2)...(k  +  n--1c) 

Der  erste  Bruch  rechter  Hand  besitzt  einen  unveränderlichen 
Werth;  der  zweite  Bruch  ist  von  der  Form 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)....(ß  +  m-l) 

a(a  +  l)  (a  +  2) (a+w— 1)' 

a  =  Ä;4-l»    ß  =  Ic  —  fi,    m  =  n  —  k 
und  hat  nach  §.36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a  ]>■  /3  ist.     Für 
jedes  endliche  positive  (i  gilt  daher  die  Gleichung 
5)  ^^<^(ft-l)(ft-2)...»-[n-l])^^ 

1  .  2  .  o  .  .  .  .  n 
'  Wenn  zweitens  [i  negativ  etwa  ft  =  —  A  ist,  so  wird 

f*Öi  —  1)  (fi  —  2)  .  .  .  (^  —  [w—  1]) 


=  (-iy 


1  .2.3. ..•91 
A(A  +  l)(A+2)  ..  .  (A+w  — 1) 


und  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
Hand  gegen  die  Null,  wenn  1  >  A,  d.  h.  —  1  <^  —  A  oder  —  1  <C  f* 
ist.  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  1  <  /i  <^  -)-  oo, 
und  dann  hat  man  auch  Lim  En  =  0. 

Im  zweiten  Hauptfalle  x  =  —  1  giebt  die  Formel  2) 

^  ^  1.2....(n  —  Ij'j? 


•)  So  würde  z.  B.  für  ^  =  —  der  obige  Grenzwerth  nicht  =  0  son- 


dern =  —  werden. 


•    • 
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Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  ^  negativ  =  —  X  L-^Bsl 
und  nehmen  dann  p  =  1 ;  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

_(A  +  l)(A  +  2)...(A+n-l)  l     ■ 

"■"  1.2 (»-1)  '(1  _#)*+! 

besteht  jetzt  aus  zwei  Factoren,  von  denen  der  erste  in's  Unendlicl^ -^ 
wächst,  während  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  A  beträgt;  demnac' 
wird  Lim Bn  =  od.     Ist  dagegen  /i  positiv ,  so  kann  man  p  = 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6)  ^ 

7)  Bn-(-  1) 1.2 (n-1) ' 

mithin  nach  Nro.  1) 

.     ,v,,,  (/^-l)»-2)...(/i-[n~l]) 

^       ^  1.2 (n—  1) 

—  1         ^1    i^(^--^)        ^(ft— l)(fx  — 2) 

1^1.2  1.2.3  ^ 

.  .  _L  /      i)n-i  f^(ft-l)..  >>(f^~[n-2]) 
^  ^      ^  1.2 (» —  1) 

Dieses  Kesultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

«(«  +  1)  («  +  2)  .  .  .  .  (a  +  m  -—  1) 

■^      a       "^  a(a  +  1)  "^  a(ft  +1)  (a  +  2)  "^ 

■^  a(a  +  1)  (a  +  2) (a  +  m-- 1) ' 

welche  füra=l,/3=l  —  ^,m  =  w  —  1  Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

Lim  (^~l)»-2)....(ft-[^-l])  ^  ^ 
1.2 (n  —  1) 

mithin  LimBn  =  0  ist.  Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 
zu  folgendem  Theoreme: 

Die  binomische  Entwickelung 

(1  +  x)f 

gilt  für  jedes  endliche  fi,  wenn  der  absolute  Werth 
von  X  ein  echter  Bruch  ist;  im  Falle  a?  ==  +  li  musß 
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dagegen  f*   zwischen  —  1    und   +  oo    liegen,    und    im 
Falle  X  =  —  1  darf  ft  nur  positiv  sein. 

Häufi£[  vorkommende  specioUe  Fälle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
iheorems  sind: 


8) 


(1  +  xy 


—  1  —  2x-\-3x^—  4:X^  + 
-  1  <a;<+  1; 


•    •    •    • 


9) 


1  ,         1       .1.3,       1.3.5,, 

.  -     ,  .    :   =    1 X    -I X"  — • tX'    ■+■ 

Yl+x  2  2.4  2.4.6      ^ 

-l<a!<  +  l; 

X  1    ««     .      1.3  «8 


•    •    •    • 


/  -r-'  T  c^         24^2.4  6 

—  1  <a?  <  +  1; 

aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekannten  Formel 


11) 


V'-^^'=i{\rTT-^-vr^.) 


x_        Ij^  x^        1.3.5.7  x'^    . 

~  2  "^  2 . 4  "6  "^  2.4.6.8  10  "*" 


.  .  •  •  • 


—  1  <a?<  +  1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  jLtten  Potenz  einer 
zweitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  denjenigen  Theil,  dessen  abso- 
luter Werth  der  grössere  ist,  und  &  den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 


12) 


(a  +  hr  =  af(l  +  ^y 


-  !<-<  +  1- 


a 


Diese  Formel  lässt  sich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
big hoher  Grade  anwenden;  so  ist  z.  B. 


f  132  =l?'l25  +  7=\7l25(l  +  ^) 


=«iv+i-ii5 


1.2  /  7   Y        1.2.5  /  7   Y  I 

3.6  \125/    "^3.6.9  \125/        "i* 
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—  a/l-i.     5        1.3  /5y       1.3.7   /6  Y  1 

■"I         4*81       4.8  \81/        4.8.12\81/        ""  j 

Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 

'      §.46. 
Die  logarithmisohen  Beihen  und  die  Exponentialreihen« 

I.     Die  Annahme 
giebt  zonächst 

•^    ^^  {i  +  xy 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  /(^),  f  (x)^  /''  (x)  etc.  endlich  oiad  stetig 
bleiben  so  Ibnge  x  zwischen  —  1  und  -j-  ^  liegt.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung und  für  ilf(e)  =  x^  — (x  —  isy  führt  das  Theorem  von 
Mac  Laurin  zu  folgender  Gleichung 

1)  l{l+x)^En 

=  b  -  |a:2  +  |aj3 +  tzi^a:— S 

^       ^  jp(l+'9-a;)» 

Für  j}  =  1  erhält  der  Rest  die  ein&chere  Form 

Bn  =  (-  1)»         Y^^X  VTT^y         ' 

wegen  —  l<;ir<C  +  oo  istl  +  '^-a?  positiv,  mithin  der  erste 
Bruch  jederzeit  von  endlicher  Grösse;  femer  gilt  wie  im  vorigen 

Paragraphen  die  Bemerkung,  dass  der  absolute  Werth  von  - — 

1  -f-  vx 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  x.    Der  Rest  convergirt 

daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein  echter 

Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 

2)  l{l-\-x)  =  x  —  \x^  +  |a?8  —  la;4  ^ ^ 

-  1  <  a:  <  +  1. 

Die  extremen  Fälle  a?  =  -f-  1  und  x  =  —  1  verlangen  eine 
besondere  Untersuchung.  Für  a;  =  +  1  ergiebt  sich,  wenn  p  =  n 
genommen  wird, 


tmd  die  Exponentialreihen. 
it»  — 
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•   •   •   • 


•   •   •   • 


«(l+'9')« 
mithin  bei  unendlich  wachsenden  n 

lAmBn  =  0. 
Für  »  =:  —  1  wird 

_     (-  l)n-I 

hier  wächst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in's  Unendh'che,  dage- 
gen könnte  ^  die  Einheit  zur  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
die  unbestimmte  Form  oo  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  behaup- 
ten, dass  LimBn  =  0  sei.     Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  l(l+x)  =  \x  —  Ix^  -1-  |a.8  _  iaj4  ^ 

—  1  <  ic  ^  +  1. 
Lässt  man  — o;  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  folgt 

4)  J(l— a?)  =  —  ia;  —  \x^  —  |aj8  —  \x^ 

--  1  <  ic<  +  1; 
die  Differenz  der  Gleichungen  3)  und  4)  ist 

-  1  <  a;  <  +  1. 

Für  X  =  ,  wo  e  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

und  damit  ist,  wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
Werthen  von  «r,  wie  z.  B.  für  x?  =  2  und  xr  =  3 ,  ist  die  Formel  6) 
rar  numerischen  Berechnung  vollkommen  brauchbar;  bei  grösseren  jer, 
z.  B.  schon  für  5  =  10 ,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
dass  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Abb  der  Bemerkung,  dass  l(a  +  5)  =  Za  +  Zf  1  ~| j  ist, 

hält  man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3) 

„      ,(.  +  ,  =  ,. +  |-,(1)' +  ,(!)•- 


er- 


•  •  •  • 


-K-^  +  v. 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes  ent- 
wickelt werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  Z(a  -f-  6),  wenn  Ja 
bekannt  ist.  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  bequemere  Forn«! 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

l(a  +  h)  =  la  +  l\         ^"  +  ^ 


2a +  h^ 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  '5)  entwickelt 
wird,  nämlich 

8)  Z(a  +  5)=la  +  2[^  +  |(^)'  +  i(^y  +  ...]- 

Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a  und  t,  weil  dann 

2ä-\-l) 

immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  von 
12  gefunden,  so  kann  man  jetzt  Z3,  Z4,  Z5  etc.  berechnen,  indem 
man  t  =  1  und  a  =  2 ,  3 ,  4  etc.  setzt ;  selbstverständlich  braucht 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  B^- 
hen  zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  deren 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  £s  ist  gleich- 
zeitig 

g  =  e'*  und  g  =  tW«, 

mithin,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga-. 
rithmen  nimmt  und  vergleicht, 

lg  .  le  =  Hogz  .  Ih  oder  lg  =  ^logg  •  ?6, 
und  umgekehrt 

Hogg  =  j^lg  z=  Mblg, 

wo  Mb  den  sogenannten  Moduln s  des  aus  der  Basis  h  construirten 
Logarithmensystems  bezeichnet.  Für  das  Brigg'sche  System  ist 
ö  =  10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

1 10  =  2,30258509,     ilfio  =  0,43429448. 

IL  Nehmen  wir  f(x)  ='e*  so  ist/(*)  (x)  =  e*  und  es  bleiben 
daher /(aj),/'(a;),/"(a;)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Mao 
Laurin'sche  Satz  giebt  dann 

e'  — -B» 

=  1    -I X   A X^  -L  .  .  .  .   -L   _ — « -«^11-  1, 

^1      ^1.2*^  ^l.2...(n—iy 


imd  die  Exponentialrdhen. 
nnd  zwar  ist^  wenn  tf'  W  =  «*  —  (x — jr)"  gesetzt  wird. 


919 


Bn   = 


,^aj 


1 .2.3  ...n 


Man  übersieht  augenblicklich,  dass  LimRn  =  0  wird,  sobald  x 
eine  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Ausdruck 


a?« 


u. 


1 . 2  . 3 . .  .91 


/ 


gegen  die  Null  convergirt;  wegen 


Lim    ""^   =  I^*^ 


X 


=  0 


Wfi  w  +  1 

findet  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x  statt,  mithin 
ist  LimRn  =  0  und 

X  x^             x^ 


'     1     •    1.2    '    1.2.3 

Für  X  =  1  erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
mit  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Lässt  man  —  ^  an  die  Stelle  von  x  treten ,  so  ergiebt  sich  aus 
Nro.  9)  die  Gleichung 

X  x^  x^ 

10)  e-'  =  1  -  ^  +  —  -  ^-^  + 


•    .   •   • 


w^elche  mit  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
Verden  kann;  man  erhält 


11) 

12) 


X- 


2  ^1.2 


+ 


x' 


3 


1.2.3.4 

x^ 


+ 


•  •  •  • 


+ 


+ 


"bÄ 


2  1     ■    1.2.3    '    1.2. ..5 

Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwicklung  einer  beliebigen 
^Xponentialgrösse  o^,  wenn  nur  deren  Basis  a  positiv  ist;  man  hat 
u&inlich 
13)        a*  =  (e'*)*  =  c*'* 

xla    .    {xlap    .    (xlay    , 

~      +  "Y"  +"  172"  "^  1.2.3  +  •  •  •  • 

Setzt  man  in  Nro.  B)  e^  =  e  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 


r«^l  nihmen  irgend  einetf'Systemes,  so  folgt  x  = 


löge 


U) 


^  =  1+1^^^ 


^  1.2  Klage/    ^ 


löge 
loge^^ 


,  mithin 


1   löge    '    1.2\loge 
Hierin  liegt  die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  dem  LogariÜimus  einer 


r 


'■fi 
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Zahl  die  letztere  herzuleiten.     Am  einfachsten  wird  die  Formel  bei  ' 
natürlichen  Logarithmen. 

§.47. 
Qoniometrisohe  und  oyclometrisohe  Beihen. 

I.  Da  die  Dififerentialquotienten  des  Cosinus  abwechselnd  Sinui 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind,  so  lässt  sich 
der  Mac  L  au  r  in 'sehe  Satz  auf  den  Fall /(a?)  =  cosx  anwenden  und 
giebt,  wenn  im  Beste  ^  (xf)  =  «*  —  (05 — zY  genommen  wird, 

1)  cosx —  ,    ^ cos(inÄ  +  '9'a?) 

1.2.3...n^ 

x^    ,       x^  a;«      ,         .         a?"-^  (n— 1)ä 

1.2^1.2.3.4      1.2. ..6^       ^l,2...(n— 1)  2 

•     .  ■    '0      ^ 

Aus  Abschnitt  II.  des  vorigen  Paragraphen  weids  man  ferner, 

dass  bei  unendlich  wachsenden  n 

Lim  =  0 

1 .2.3...n 

ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos(\nx  -\'d'x) 
nicht  über  das  Intervall  —  1  bis  -|-  ^  hinausgeht,  so  gelangt  man  zu 
der  Formel 

x^  x^  x^ 

welche  für  jedes  endliche  x  gilt. 

II.  Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man 


X 


n 


3)  sinx  —  ,    n   o sin(lnüC-\-^x) 

X  x^      .        x^  ,         a?»-i  .    (n— 1)« 

1         1.2.3  ^  1.2... 5  ^1.2...(n— 1)  2 

und  bei  unendlich  werdenden  n 

X  x^       ,         x^ 

^  1         1.2.3  ^  1.2...Ö- 

Da  sich  aus  sin  x  und  cos  x  die  übrigen  gomometrischen  Functio- 
nen des  Bogens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem  der 
Berechnung  aller  goniometrischen  Functionen  gelöst.  Uebrigens  wer- 
den wir  später  noch  besondere  Eeihen  für  tanx,  cotx,  secx  und 
C8CX  entwickeln.  ,. 
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ni.  Um  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  den  Fall  f{x) 
=  aresin X  anzuwenden,  lassen  wir  zunächst  w  -f-  1  an  die  Stelle 
von  n  treten  und  schreiben  demgemäss 

f{x)  -  i?„+i 

=  /(0)  +  -^x  +  -y-^a.2  +  .•••+  i7273i^  • 

Aus  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 

/(*+i)(a;)  =  2>*  +  >  amina;  = 

— 1)(2Ä;— 3)\1+J     "  1 


1.3.5...(2Ä— 1)(,       l(Jk)i    l—a?  , 

1  —  777: T  ^    I   ^  + 


2*(i— a;)*V"l— a;2/        2Ä;— 1  1+a;     (2/c- 

geht  nun  zunächst  hervor,  dass  /(a;),  f{x)y  f''(x)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  so  lange  x^  die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
daher  —  1  <^  x  <^  -\-'  1  voraussetzen.  J)ie  genannte  Formel  liefert 
auch  dieWerthe  von/'(0),/"(0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kür- 
zer aus  der  Relation 

x  ~~"  X 

herleiten  (§.  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

/(*  +  2)(0)  =  ]fc2/(*)(0) 
mithin,  weil/(0)  =  0  und/(0)  =  1  ist, 

/"(O)  =  0  ,    /^(O)  =  0        ,    /VI  (0)  =  0  ,  .  .  . . 

/'"(o)  =  1»,  /v  (0)  =  12.32,  /v"(o)  =  12.32.52, 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
gendes Resultat 

6)  arcsinx  —  En+i 

—  £  j_  i- ^  j_  lll  ^ -L  1.3..  .jn  —  2)  x*" 

~  1  "•"   2    3  "*"2.4  5  "*  '^2.4...(w— 1)   n' 

welches  noch  durch  eine  Discussion  des  Restes  zu  vervollständigen 
ist.  "Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausfahren,  so  würde 
man  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
benutzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  .  Dieses  beruht  auf  der  Bemer- 
kung, dass  der  Differentialquotient  von  arcsinx  eine   algebraische 

Function,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  — a;2)~a  ist  und  dass  folglich 
der  Differentialquptieni;  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
mischen Satze  vorgenommenen  Entwickelung  übereinstimmen  muss. 
Dm  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Rest  Bn  +  i, 
der  jedenfalls  von  x  abhängt,  mit  (p(x),  und  setzen  n  =  2  m —  1 ; 
tB  ist  dann 
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1.8. 5. ..(2m  — 8)   a?»*»-^ 
**'"^2.4.6...(2w  — 2)2iw— 1  *^  ^^^^ 

und  durch  Differentiation 

1  1  1    ^l 

^  Yl^x^  ^  2"^    ^  2.4       ^ 

1.8.  5...  (2  m  —  3)    a_-_Q    1       .,  ^ 
^  2. 4. 6. ..(2m  — 2)  ^  ^^^ 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  — a?*  fiör 
X  setzt, 

^         =  1  +  ia;2  +  14«*  +     


Yl-'X^  2         '2.4 


1.3.5...(2m-3)^,_, 
~  2.4. 6... (2m  — 2) 


1.3..(2m-l)        (        2^  +  1^.  ,  (2m  +  l)(2m  +  3) 
^2.4.... (2m)  r^2m  +  2      ^  (2m  +  2)(2m  +  4)^  ^ 

und  nun  giebt  die  Yergleichung  beider  Resultate 

<p'(x)  = 

1.3..(2m-l)        I        2m  +  l  (2m  + 1)  (2>»  +  3)  , 

2. 4. ...(2m)  I    ^2m  +  2      ^(2m4-2)(2m  +  4)     ■      1 

I 

Aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  geht  femer  hervor,  dass  g>(dj 
tmd  (p'(x)  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  -\-  1  endlich  und  st^ 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  q)(x)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

q)(x)  =  9(0)  4-  X(p\%'x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  93(0)  =  0  ist. 

..         1.3...(2m— 1).«^    o«.,i,   ,   2m  +  l^,   , 
y(^)  =  2.4.....(2m)    ^^"^^""^M^  +  2^^^^^ 

(2m +  1)  (2m +  8) 
^  (2m +  2)  (2m +  4)  ^ 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Eeihe  liegt  zwischen  Null  und 
sie  kann  daher  mit 


.  •  /  • 
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bezeichnet  werden,  wo  6  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ech» 
ten  Bruch  vorstellt.  Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
(p{x)  ist  nun  nach  Nro.  7) 

^,  .  1.3.5...(2m—  1)  «'^2m^2m  +  l 

'  2.4.6 (2w?)         l  —  ^^x^ 

X    .     1   aj3        l.3a:5  ,    1.3...(2w  — 3)    rc^m-i 

=  T  +  "IT  -^  +  TTT  T  +  •  •  '  + 


1     '     2    3     '    2.4   5    '  '    2.4...(2m  — 2)  2m— 1 

Die  hier  vorkommende  Eeihe  zahlt  m  Glieder  und  wird  unend* 
lieh  für  m  =  od;  wegen  x^  <^  l  ist  in  diesem  Falle  Limx^^  =  0, 
während  1  —  d'^x'^  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
dass  mithin  die  Gleichung  besteht: 

.,  .  a;    ,     1  fl?3    ,    1 . 3  a;5        1  . 3 . 5  ir7 

;    «rw^T*^         1^2    3^2.45^  2.4.6   7  ^ 

^  1  <  rr  <  +  1. 

Für  05  =  +  1  verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit;  der 
Rest  erhält  nämlich  die  Form 


,    1.3.5...(2fw  — 1) 


€0-2 


m 


2.4.6 (2m)         1  — d2 

mid  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
«ttvergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  d"  die 
ISnheit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
daher  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 
Gleichung 


)m\u  ^=^  y oder  \u  =  arestn   1/  — 


—  cosu 

Stil 


2 

worin  das  Wnrzelzeichen   im   absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  für 
^u  =  X  wird   cosu  =  Vi  —  ««,  u  =  aresin x,  mithin 


1  Ai y"i x^ 

10)         J  arcsinx  =  aresin  y =  arcsiny^ 

wobei  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.     Wäre 
nun  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  o;  =  0  bis  ^ 

l/T 

=  ^  -^  bewiesen,  so  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro.  10) 


I  aresin  X 
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entwickeln,  da  hier  y  dae  Intervall  0  bis   y    -^  durchläuft,  wenn  x 
von  0  bis  1  geht;  demgemäss  i9t 

Das  erste  Glied  lässt  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überstä- 
genden  Werthe  von  x^  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln,  wie  For- 
mel 11)  in  §.  45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wenn 
man  beide  Seiteö  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  3te, 
5te  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher 

I  arcsinx  =  lx  +  ^x^  +  ^x^  -\ 

+ 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen,  welche  nach  §.  41 
nöthig  sind,  um  die  Beihenglieder  in  Yerticalcolonnen  summiren  zu 
dürfen;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

11)  arcsinx  =  a;  -|-  |a;'  +  ^x^  +  ••••, 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  x  =  0  bi»a?==:l  oder  auch  von  0?  =  —  1 
bis  o;  =  -|-  1 ,  da  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  bentMU. 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwklce- 
lung  11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  ipan 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfährt  man,  dass  die 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  x  ==  —  lbisflj=-|-  1  ausgedehnt 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  x  =  0  hiB  x  =  y    TT 

gegolten  hätte.  , 

Giebt  man  dem  x  einen  solchen  Zahlwerth,  dass  arcsinx  einen 
bekannten  aliquoten  Theil  der  Ereisperipherie  ausmacht,  so  erhält 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Lu delphischen 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  rc  =  J 

6    ~  2   "*"   2  *3.28"''2.4'5.2'^''" 


=n 


Die  Specialisirungen  o?  =  |/  ~-  und  x  =  1  liefern   ähnliche 

Reihen,  jedoch  convergiren  letztere  zu  langsam  für  die  numerische 
Berechnung. 
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Aus  Formel  9)  l&set  sich  endlich  noch  eine  Beihe  für  arccosx 
ableiten,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccosx  =  |jr  —  arcsinx 
ßebraach  macht 

IV.     Die  in  §.  14,  lY.  entwickelten  Formeln  zeigen,  daas  die 
Differentialquotienten  von  * 

/(a?)  =  ardanx 
f&r  jedes  endliche  x  oontinuirlich  und  endlich  bleiben;  ferner  ist 

>t")(0)  =  0,    /f"+i>(0)  =  (— 1)*  1.2.3. ..(2Ä;), 
mithin  nach  Mac  Laurin  f&r  ^  (jer)  =  ^c**  —  {x  —  jr)** 

f 1)"~^  x^  /  1  \ 

arctan  x ,.■    ^  sin  l  n  arctan  «s—  I 

Der  absolute  Werth  von     ..  =  beträgt  weniger   als    der 

Vi  -|-  "^^  ^^ 
absolute  Werth  von  x\  der  Ausdruck 

ag* ' 1^  /  a?         Y 

nV^(l  +'^»a;9)«  ~  »K/TT'P^/ 

convergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null,  wenn 

JJiKky^x^j  z=  0  ist,  und  Letzteres  findet  so  lange  statt  als  der 
abeolnte  Werth  von  x  die  Einheit  nicht  übersteigt.  Da  femer 
tmin arctan  -jr-)  das  Intervall  —  1  bis  4"  ^  keinenfalls  überschrei- 
tet, so  hat  der  Best  unter  den  v^gen  Bedingungen  die  Null  zur 
Grenze,  und  mithin  ist 

12)  ardanx  =  Ja:  —  \x^  +  \x^  — t 

—  1  <  «  <  +  1. 
Im  Fall  der  absolute  Werth  von  »  mehr  als  die  Einheit  beträgt, 
kuiQ  man  die  Gleichung 

13)  arcUmx  =  |ä  —  arccotx  =  |ä  —  ardan  — 

benutzen  und  ardan  —  nach  der  obigen  Formel   entwickeln;    dies 
giebt,  X  als  positiv  vorausgesetzt, 

2         X        3x^        6x^ 
a?>  1. 

SehlAmilcb,  AiwljtiB.    I.  15 
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Bei  negativen  x  sind  beiderseits  die  Yorseioben  umzakehrra. 
Durch  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  Entwickelong  von 
arccotx. 

In  dem  speciellen  Falle  x  =  1  geht  die  Gleichung  12)  über  in 
i«==l  —  1-1-1— .14- 

4^  1  816  7»  » 

dieses  Resultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  und  eignet  sich 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Gonvergenz  der  Beihe  nicht 
zur  numerischen  Berechnung  von  n.  Bequemere  Formeln  erhSlt  man 
dadurch,  dass  man  \3t  ia  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerlegt 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  £ndet  man  z,  B.  nach  Formel  10) 
in  Abschnitt  II.  der  Einleitung 

ijr  =  ardan  |  -|-  CLfdan  |,, 

ijr  =  arctan  \  +  arctan  \  +  ardan  |, 

und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12)  in 

rasch  convergirende  Reihen  verwandeln« 

§.  48. 
Die  Methode  der  unbestimmten  Ooeffidenten. 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Func- 
tionen zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  das  Inter- 
vall zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  f&r  die 
zusammengesetzte  Function  existiren  muss;  in  solchen  Fällen  wird 
die  Restuntersuchung  unnöthig  und  sind  nur  noch  die  Goef&cienten 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Yortheil  ein 
vom  Mac -Lauri naschen  Satze*"  unabhängiges  Verfahren,  das  im 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coefficienten  vorläufig  unbe- 
stimmt zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschaft  der  gegebe- 
nen Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7  ge- 
schehen ist;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Dififerentiationen  gute  Dienste. 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispielen 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  1 1)  des  vorigen  Paragraphen 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.  41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so  gelangt 
man  zu  dem  Resultate 

(arcsinxy  =  x^  -^  |a?*  -|-  ^^^  +  ••••> 
welches  für  alle ,  das  Intervall  -^  1  bis  +  1  nicht  überschreitende  X 
gilt.    Das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  tritt  aber  bei  jener  Mnlti- 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac-Lau- 
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rin'schen  Satze  schwer  zu  fibaden  sein,  weil  hier  /^"^(r)  ein  äusserst 
Gomplicirter  Ausdrack  ist ;  wir  setzen  daher  vorläufig 

1)  (arcainxy  =  OjflJ*  +  040?*  -f-  «6^®  + » 

—  1  <  fl?  ^  +  1. 

Aehnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Reihe  für  aresin  x 

mit  der  Reihe  fiir  (1  — x^)~^  multiplicirt ,  wobei  nicht  zu  überühen 
ist,  dass  die  letztere  nur  unter  der  Bedingung  —  1  <^  x  <^  -{-  1 
conyergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 

^.  arcsinx        ^        .    *     «    ,    *     ^    . 

2)  -/  =  61  a;  +  63  a;»  +  60  fl?^  +  •'••• , 

Vi  —  x^ 

~  1  <  a:  <  +  1, 

und  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  CoeMcienten  nicht  näher 
bekannt. 

Um  nun  alle  a  und  h  zu  bestimmen,  dififerenziren  wir  die  Glei- 
chung 1)  und  erhalten 

3)  j  =  2(hx  4-  4a4aj»  +  %(hx^  +  ..... 
Vi  — a?2 

diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Reihe,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
muss,  innerhalb  des  Intervalles  —  1  bis  -f"  1  conyergirt.  Multipli- 
cirt man  d^e  Gleichung  3)  mit  yl*^x^  und  differenzirt  noch  ein- 
aal,  so  wiird 


2 


=  (l.aoj  +  SAüiX^  +  b.ßüQX^  +  •  •  ')V  1—x^ 


X 


—  (2  03  a?  4"  4  «4  a?*     4-  6  «6  ^^     +•••); 


Vl-x^' 

nach  MmltipUctttion  i^it  Vi  —  x^  verschwinden  die  Radicale  und  es 
lassen  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
wodurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht: 

1.202  +  3.404«»  +  5.606a?*  + 

=         2  +  2»a2aj2      +  4«04aj*     +  .  .  . . 

Die  Yergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  vona; 
giebt  nun 

2»  2» 

0,  =  !,     «4  =  02— =  —, 

4»  2».  4» 

^  =  ''^  576  =  3.4.5.6'  ^-  '•  ^• 

16* 
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ftberhaupt  für  jedes  ganze  positive  h 

_  22.4«.6»...(2Ä;  — 2)^_  2.4.6...(2A;  — 2)    ^ 
^*  ~      3.4.5.6...(2Ä;)       ~  3.5.7. ..(2»— 1)     k' 

und  demgemäsB  haben  wir  nach  Nro.  1) 

1   "^   3    2  "*"  3 . 5   3 
—  1  <  a?  <  4-  1. 


4)  ^  (arcmnxy  =  t  +  -^ -K  +  TT -^  -^ » 


Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  ähnlichem  Wege 
auch  die  höheren  Potenzen  von  arcsmx  entwickeln  lassen;  die  Goef- 
ficicnten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  dieWerthe  von  o^,  a^,  o«  etc.  auch  in  die  61a- 
chung  3),  so  erhält  man  noch 

^v  arcsinx  ,2     ,   ,   2.4    -    , 

- 1  < « <  +  1. 

Dieses  Resultat  gewinnt  eine  bemerkenswerthe  Form,  wenn  man 

gg  =  , .  mithin    arcsinx  =  ordanM 

Vl+ir« 

setzt;  es  wird  nämlich 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 

\it  =z  ardan  |  +  arctan  J 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6) 

«  =  ±  Fl + 1 1. -1.  iil  (^i-V  j.  üi?  ^i.V  4-    1 

4        10  L   ^3   10^3.6\10/    "^  8.6.7  \10/   "■         J 

wonach  die  Berechnung  von  üt  sehr  leicht  ist. 

II.     Zufolge    der   in    §.  47  für  den  Cosinus  eines  beliebigen 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 

,          .     \        t        ii^ (aresin x)^    ,    u* (arcsinx)* 
cos  ([i  arcstn  x)  =  1  —      \   ^         +"     i   2  3  4 * 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  arcsinx  entwickelt, 
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3 


m(narc8inx)  =  1  —  -^  («*  +  J»*  +  ^x^  +  •  •  •.  •) 

Ja 


+  ^(ä*  +    fa?«  H ) 


720  ^      ^  ^ 

+ 

Alle  hier  vorkommenden  HoVizontalreihen  convergiren  von 
a?=  —  1  bisa;=  +1|  fomer  convergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
Bimmi^i  (die  vorige  Rohe)  und  sie  behält  ihre  Convergenz  auch  in 
dem  Falle  9  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt;  es  sind 
also  die  Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  die  Doppelreihe  nach  Yer- 
ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

mijiarcsinsii)  =  1  —  ^os^  +       cm       ^ 

_  (Üz:iöf^l±_MiLV  +  . . . . 

720  ^ 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form 

7)  eosQiarcsinx)  =  1  —  ÄiX^  -]-  Ä^x*  —  ulea?^  +  '  '  *  *  i 

—  1  <  aj  <  +  1. 

Durch  Multiplioation  mit  dar  Entwickelung  von  (1  —  a?')~s  er- 
liiilt  man  noch 

8)  — ^  =1  —  Jffj  a?*  +  Jffa  »*  —  J^e  a^^  +  •  •  •  •  I 

Vi — ^ 

-  1  <  a?  <  +  1. 

Ganz    fihnliche  Betrachtungen    knüpfen    sich  an   die  Function 
m  dl  aresin  x);  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Reihe 

fiarcsinx {i*  (aresin  xy       ^^^(aresinxy 

1  1.2.3       "^  1.2.3.4.5 

verwandelt  werden,    welche   nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
aresin  X  in  eine  Doppelreihe  übergeht.     Letztere  genügt  den  Bedin- 
irnngen,  unter  denen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt 
ist,  und  so  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 
9)  sinQi aresin x)  =:^  ^x  —  AsX^  -{-  Ä^x^ —  . .  . .  t 

—  1  <  Ä  ^  +  1 ; 

iurch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von(l — x^)"^  folgt  noch 
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nry\  '  sin  (u  aresin  x)  ^     •    .    ^     * 

10)  J  ^  =  iix  —  BzX^  +  B^x^ •  • 

—  1  <  a?  <  +  1. 

Um  nun  die  CoeMcienten  zu  bestimmen ,  differenziren  wir  die 
Gleichung  7)  und  erhalten 

11)  j^^y  «^^^^'^^)  ^  2A,x  -  4^.0.3  4,  6^0:5 5 

Vi  — «2 

die  Befugniss  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dass  sowohl  die 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Reihe  11),  welche  letztere  mit 
Nro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  and  +  1  convergirt 

Wir  multipliciren  femer  die  Gleichung  11)  mit  yl  —  «*  und  diffe» 
renziren  noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

li^cos(ii  aresin  x) 

Vi— a?« 

=  (1.2^2  —  SAA^x^  +  6.6AeX*  —  ...  )  Vi— x« 


—  (2A2X  —     4:Ä4X^  +      GAßX^  -.....) 


X 


Vi—«« 

oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  Vi  —  a?«  und  gehöriger 
Zusammenziehung 

1 2)  /Lt«  eos  (fi  aresin  x) 

=  I.2A2  —  3.4^a;2  _|_  ^.GAqX^  —  7.8^8«?«  +  •  •• 

—   2M2  fl?*  +    4»^  flj*  —   e^Ae  ««  +  ..• 

Diese  Entwickelung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein; 
substituirt  man  in  Nro.  12)  für  eosQi  arcsin  x)  die  ursprüngliche  Reihe 
und  schafft  die  zweite  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  hat 
man 

=  1.2-42  —  SAAaOC^  +  6.6ÄeX^  —  7.8-4«««  +  •  •  • 

mithin  durch  Yergleichung  der  Goefßcienten 

"*»  — n*  •^  — ^«"TX"—  1.2.3.4  • 

"^  -  ^  176"  -        1.2.3.4.5.6"  •  •** 

Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 
13)  eos  ([i  aresin  x) 

1.2       ^    1.2.3.4  1.2. ...6  -^        ' 

—  1  <aj^  +  1,  -       '•, 
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nnd  nach  Nro.  11) 

jM  8in(fi  aresin  x) 

Vi— a?» 

1  1.2.3  ^  1.2. ..5  • 

-  1  <  a;  <  +  1. 

Die  Coefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
men sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Eechnung.  Man  differenzirt  zu- 
nächst die  Gleichung  9)  und  erhält 

ic\       iicosQi aresin x)  ^  ^     «    .    ^  .     . 

15)       ^/  ^  =  fi  — SAqX^  +  6Ä^x^ , 

Vi  — rc* 

was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss;  njan  multiplicirt  ferner  mit 

Vi  — x^t  differenzirt  und  midtiplicirt  wieder  mit  Vi  — a?^;  dies 
giebt 

11^  sin  Qi  aresin  x) 

=  2.^AzX  —  4:.^Ar^x^  +  ^.lAiX^  — 

+  ii^x  —     ^^Azx^  +     Ö^uisa?*  — 

Substituirt  man  für  sin  {^i  aresin  x)  die  ursprüngliche  Eeihe  9) 
und  vergleicht' dann  die  beiderseitigen  CoefQcienten,  so  gelangt  man 
zur  Kenntniss  von  A3,  A^  etc.  und  Überhaupt  zu  folgendem  Resultate 

16)  sin  (ft  aresin  x) 

_,»      ftpt»  - 1») '  ,  ft(ft«  - 1») »» -  3^)  _, 

1  1.2.3  ^  1.2.3.4.5  • 

—  1  <»<  +  1; 
endlich  giebt  6ie  Gleichung  15) 

eosQi  aresin  x) 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


17) 


Vi— a;2 


1.2  ^  1.2.3.4 


-  1  <  a;  <  +  1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
17)  eine  goniometrische  Form,  indem  man  aresin x  =  u,  mithin  x 
=z  sinu  setzt;  dem  Intervalle  x  =  —  1  bisa?=4-l  entspricht 
dann  das  Intervall  w  ==  —  |;r  bis  w  =  +  |ä.  und  unter  der  ge- 
monschafUichen  Bedingung 

gelten  bei  jedem  {i  folgende  vier  Gleichungen : 
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1.2. ...6 


19)  — t—  =  L.  stnu  —     ,    ^   ^     stn'u 
C08U         1  1.2.3 

^0,,_2,)0,,_4i.)  

^  1.2. .,5 

1  1,2,0 

,    y(fti— 1«)  (ft«— 3«)    .  j 
^  1.2.3.4.5  • 

'   cosu  1.2  ^  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  aucb 
für  u  =  ^Itc  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrigen 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  fi  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  und 
19)  vorkommenden  Eeihen  ab,  d.h.  sie  werden  zu  endlichen  Reihen, 
deren  erste  aus  |fi  -h  ^>  ^^id  deren  zweite  aus  |ft  Gliedern  besteht« 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Glei- 
chungen für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  k  irgend  eine  ganze  Zahl, 
V  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten,  und  bezeichnet  (p  {u)  die  Summe 
der  Reihe,  so  hat  man,  weil  8in(kJk:  —  v)  =  fh  sinv, 

q)(k7t  —  v)  =  q)(v)  =  cosyi^v  =  co8ii.(kn  —  v) 

oder  (p  (w)  =  cosfito,  wo  iv  =  kn  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  vor- 
stellen kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  19). 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen,  dass  bei  ungeraden  fi  die  Glei- 
chungen 20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  man 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7  angedeutet 
wurden. 


§.49. 
Die  unendlichen  Producte  für  Sinus  und  Cosinus« 

Nach  der  bekannten  elementaren  Formel 
1)  8tnu  =  2  stn  —  stn  — jr — 
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hat  man  zunächst 

8ine=i  2 wn  —  sin  — ^ — , 

femer,  wenn  rechter  Hand  jeder  Sinus  wieder  nach  Nro.  1)  zerlegt 

wird, 

«.    .      *    .    fS-V^    .    if  +  2Ä    .    jer  +  3« 
stnB  =  2»  am  -7-  wn  -^-r — sin  — 4 —  sm  — -r — ; 

4  4  4  4 

die  Wiederholung  desselben  Verfahrens  liefert 

smjs  =:  2^  an  -ritn  — - —  stn  — - —  •  •  •  stn  — -- — • 

00  o  o 

Wendet  man  überhaupt  diese  Zerlegung  n-mal  an  und  setzt  zur 
Abkürzung  2"  =  |>,  so  erhält  man 

St n  jer  =  2^»~*  stn  —  stn stn •  >  »  stn ^^ ^— 

P  P  P  P 

* 

oder  in  kurzer.  selbstTerständlicher  Bezeichnung 

2)  sin/g  =  2P^i  «0  «1  «3  •  •  .  Si>-i. 

Die  Reihe  der  Factoren  So>^i9***^^~i  werde  nun  in  zwei  Grup- 
pen 5«,  «1  .  •  .  «i,_|  und  «1  ,  fiip .  1»  •  •  •  V-i  getheilt  und  die  zweite 

Gruppe  in  umgekehrter  Ordnung  folgendenüaassen  unter  die  erste 
gesetzt 

$0,     fii,     52,     •     •     •     ^«—1» 

irgend  swei  unter  einander  stehende  Factoren  sind  dann 

.    hx  +  £ 

8h  =  stn — , 

P 

.      (p  —  h)  X  +  e  .      ÄÄ  —  |f 

Sp^k  =  9tn  ^ =  stn • 

P  P 

Das  Product  derselben  ist 

SkSp^H  =  stn^ stn*  — ; 

P  P 

macht  man  hiervon  Gebrauch  für  h  =  l,2,...|p  —   1  und 

beachtet  noch  die  Gleichung 

%  =  cos  —, 
so  erhält  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende 
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Bf        %                e\  /     « 2«  if\ 

3)  stnif  =  l^-'^sin  —  ( «m*  —  —  stn«  —  )  ( üvr st«*  — )... 

( «tn2  ^^^ «n*  —  I  cos  — • 

\  P  JP/        P 


•  •  •  • 


Hieraus  folgt  noch  eine  specielle  Formel,  wenn  man  heiderseits 
mit  B  dividirt  und  nachher  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  i 
übergeht;  sie  lautet 


4)        1  = 


2P-1    .,«    .,2;r    .,3ä  ^     Ap  —  1)ä 

p  p  JP  p  p 


Dividirt  man  die  Gleichung  3)  durch  Nro.  4)  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  jP  —  1  mit  g,  so  kann  man  den  Quotienten  in  fol- 
gender Form  darstellen 

sinB 

5) 


B  B 

^m^  —  cos  - 
P       P 


Cfl-M.    \ 


1— 


sin 


P 


L    V 


7C 

Sin  — 
P 


/.     b' 


1— 


sm 


L  A 


stn 


2ä 
P 


•  •  • 


s»n 


jer 


dtn 


"P 


Lässt  man  p  ins  Unendliche  wachsen,  so  conYergirt  die  linke 


stnB 


Seite  dieser  Gleichung  gegen  die  Grenze  ,  während  das  rechts 


verzeichnete  aus  g  =  —  p 


1  Factoren  bestehende  Product  zu 


einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht  hieraus  die  Mög- 
lichkeit, sinB  in  Form  eines  unendlichen  Productes  darzustellen; 
die  Ausführung  dieses  Gedankens  verlangt  aber  eine  genauere  Dis- 
cussion  des  Productes  in  Nro.  5). 

Zur  Abkürzung  geben  wir  der  Gleichung  die  folgende  Gestalt 

sinB 


.     B         B 
p  stn  —  cos  — 

P       P 


=  (1  -  T,)  (1  -  T,)  (1  -  Ta)  .  .  ,  .  (1  _  T,), 
worin  irgend  eine  der  Grössen  T,  z.  B.  2^  durch  die  Formel 

.        B  \» 


6) 


Th  = 


stn 


sin 


Hb 
P 
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bestimmt  ist.  Unter  h  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  <:^  q  yer- 
stebend,  zerlegen  wir  die  obigen  q  Factoren  in  zwei  Gruppen,  deren 
erste  h  Factoren,  und  deren  a weite  die  übrigen  q  —  h  Factoren  ent- 
hält; dem  entsprechend  schreiben  wir 

-X  sin  z 

7)  

z         z 

z  sin  ^  cos  — 

P        P 

=  (1  -  r,)  (1  -  T,)  (1  -  r,) . . .  (1  —■T,).B, 

8)  B  =  (l-  Tt+i)  (1  --  2"*+,)  ...  (1  -  r,), 

und  untersuchen  zunächst  das  Ergänzungsproduct  R.  In  den  Nen- 
nern der  mit  2i+i,  T^+a,  .  .  .  Tq  bezeichneten  Brüche  kommen  die 
Bögen  vor 

(Ä  4-  1)^   (A?  +  2)^  qjt qn 

P        '         P         '  •  •  •  i>    ~  2q  +  2' 
die  sämmtlich  <C|3t  sind;  in  den  Zählern  steht  immer  der  Bogen 

— ,   welcher  kleiner  als   alle   jene  Bögen  ist,  wenn  z  <^Jc7C  oder 

z  ,  . 

Ä?>  —  gewählt  wird,  was  im  Folgenden  immer  vorausgesetzt  werden 

möge.  Da  im  ersten  Quadranten  dem  grösseren  Bogen  der  grössere 
Sinus  entspricht,  so  sind  die  Nenner  von  2*+i ,  2*4-2 ,  .  .  .  T^  immer 
grösser  als  die  zugehörigen  Zähler,  mithin  T*+i ,  I*+2»  >  >  >  Tq  posi- 
tive echte  Brüche;  daraus  folgt 

(1  —  T*^i)  (1  -  li+a)  ...  (1  -  T,)<1 
d.  h. 

9)  E<1. 

Um  arweitens  eine  unterhalb  B  liegende  Grösse  zu  erhalten, 
benutzen  wir  den  leicht  erweisbaren  Satz,  dass  jedes  Product  von 
der  Form  (1  —  «i)  (1  - —  €2)  •  •  •  mehr  als  die  Differenz  1  — 
(«1  +*»  +  •••)  beträgt,  falls  fi,«2»  •  •  •  positive  echte  Brüche  sind*). 
Hiemach  gilt  die  Umgleichung 

10)  ^  R>1  —  (Tjt+i  +  T^+a  +  .  .  .  +  Tql 

die  sich  vereinfachen  lässt,  wenn  man  die  Bemerkung  hinzubringt, 

sifix 

dass  die  Function  ' innerhalb  des  ersten  Quadranten  fortwährend 

X 


*)  Es  ist  nämlich  unter  der  obigen  Yoranssetzung 
(1  —  ßi)  (1  —  ßg)  =  1  —  (ßi  -f  Ca)  +  hH  >  1  —  («1  +  «2); 
daraus  folgt  durch  Multiplication  mit  dem  positiven  Factor  1  —  «3 

(1  —  ei)  (1  —  C2)  (1  —  «3) 
>  1  —  («X  +  «2  +  «s)  +  («1  +  «2)%  >  1  —  (ßi  +  «2  + 


I 


U.    8.   W. 
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•  r 

abnimmt,  wie  man  auB  dem  negativen  YorEeichen  des  Differential- 
quotienten ersieht.  Für  einen  zwischen  0  und  \m  liegenden  Bogen 
I  ist  daher 

stnS  ^   sinlx    ,       1      ^  « 
"T~  ->     1         oder  -TT  <  TT 

mithin,  wenn  {  =  —  gesetzt  und  quadrirt  wird, 

Diese  Umgleichung  mnltipHciren  wir  mit  der  folgenden 
und  erhalten  vermöge  der  Bedeutung  von  2*  (Nro.  6) 

Durch  Addition  aller  für  ä  =  A;  +  1,  Ä  +  2,  ...g  hieraus  ent- 
stehenden Umgleichimgen  ergiebt  sich  femer 


ferner 


1  —  (Tt+i  +  r,+,  +  . . .  +  r^  >  1  — 


M^ 

Ak 


nnd  um  so  mehr  nach  Nro.  10) 

12) 

Die  Zusammenstellung  der  Ungleichungen  9)  und  12)  seigt,  dass 


g9 

4k 


—  1         ^** 


B=  1  — 


4k 


gesetzt  werden  darf,  wo  g  einen  nicht  niher  bekannten  positiven 
echten  Bruch  bedeutet.     Unter  den  Bedingungen 

(i)'  <  **  <  2«  und  0  <  p  <  1, 
gilt  nun  die  Gleichung 
13) 


Sing 


1  — 


Z  JS 

psin  —  cos  — 
P         P 

3 


I  »tn  — 


1— 


P 


L        \ 


27C 

sm  — 
P 


8in 


1- 


P 


sm 


kn 


\         4W 
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keine  Schwierigkeit  mehr,  wenn  man  sich  dabei  A;  als  constante  Zahl 
denkt;  mittelst  der  Werthe 

sm  — 
P 

erhält  man  nämlich  aus  Nro.  13)  die  Formel 

U,  *.  =  .(, -jfL)(._^)...(,_j^)(._^. 

welche  nur  an  die  Bedingung 

—  Äjr  <  jer  <  -f-  ÄÄ 
gebunden  ist.     Statt  der  Gleichung  14)  kann  man  schreiben 

4:k 
und  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  h  als  unendlich 
wachsend  gedacht  wird,  so  conyergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
die  Einheit,  wofern  ß  irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 
liche Product  wird  zu  einem  unendlichen,  und  so  ergiebt  sich  die 
für  jedes  endliche  g  gültige  Formel 

16)        ,,„.  =  . (l_^)(l_^)(l_^).... 
In  dem  speciellen  Falle  z  =  ^tc  erhält  man  hieraus 


^     1.3     3.5     5.7 


•  •  •  • 


•  •  *~"» 


2        2«         4»  6« 

oder  umgekehrt 

i  — A     A     iL     -f      A     A   ' 
Y~"13*3'5'5'7 

Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 

§•  48  Torgenommen  werden ,  doch  gelangt  man  zum  Endresultate 

kürzer  auf  folgendem  Wege.     In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  h 

durch  die  gerade  Zahl  2Ä;,  das  andere  Mal  z  durch  \z  and  haben 

dann  die  beiden  Gleichungen 

sinß 


1  — 

8Ä; 

5^)0 

3« 

äV 

sin 

\^ 

1  — 

16Jb 

''V 

1 

ß^ 

V         (2Ä)««V 


~  ^'  V       2»  «V  \         4»  «V  V       6«  w»j  V       (2 *)»««/ 


•   •   •   « 
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worin  Qi  und  Q2  positive  echte  Brüche  sind.     Die  lerste  Gieichimg 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  zweiten  und  erhalten 

1  -..£!i! 

~  V^I^äV  V^S^O  V~5«^/  '  *  "  V  ""(2Ä  — IpÄ«/' 

welche  Formel  das  Correlat  zu  Nro.  15)  hildet.    Für  unendlich  wer- 
dende X;  geht  diese  Gleichung  üher  in 

18)      C05i.  =  (l_^)(l-^)(l-3^) ; 

auch  ist  noch,  wenn  z  durch  2/s  ersetzt  wird, 

wohei  js  jeden  beliehigen  Bogen  von  endlicher  Grösse  bedeuten  dari, 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  geht  unmittelbar  hervor,  dass 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von  un- 
endlichen, Producten  dargestellt  werden  können. 


§.  60. 

Die  Beihen  für  Tangente»  Cotangente  eto. 

« 
Es  liegt  iehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorigen 

Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendliche 
Reihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  lassen 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  quadrirt,  be- 
vor man  zu  den  Logarithmen  übergeht.  Dies  jo^ebt  folgende  Re- 
sultate 

1)  li^n^.)  =  m  +  z[(i-^y]  +  i[(i-^)]+..., 

2)  K-.^.)=i[(i-^y]+^[(i-^y]+ ; 

daraus  erhält  man  ferner  durch  Differentiation,  welche  nach  §.  42 
erlaubt  ist, 

1  20  20  2z 

3)    cot0  =  —-- 


z        (ljr)2  — xr»        (2ä)3  — ^2        (3jr)»  — iP 


2 
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oder  auch,  wenn  le  fCüc  /s  gesetzt  wird, 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  mau  linker  Hand 
die  Formel  cot  z  +  tan  \z  =  csce  benutzt,  so  findet  sich 

..  1,2^  2if  ,  2e 

6)    CSCZ  —  —+  7— r- — -.  -  — :r- — -  + 


•  •  •  • 


z     '    (Iny  —  z^        (2ny  —  z^    '    (Sny  —  z'^ 

Um  noch  eine  Reihe  für  sec  z  zu  erhalten,  bringen  wiy  die  Glei- 
chung 6)  auf  die  Form 

1,(1  1     )         (      1  1       ) 

z         in  —  z       n  +  z)        i2ic  —  z       2jt-{-z) 

+  \-l L_j_... 

und  lassen  |ar  —  j?  an  die  Stelle  von  z  treten;  durch  Vereinigung  der 
einander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 

m\  Ä  3ä  .  ^n 

7)       5cC£r=-5p— -.  —  _— -f 


•  •  • 


(^7t)^  —  z*       gÄ)3— xr«  ^  Q^ny  —  z^ 

Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den  bisheHgen  Gleichungen 
vorkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch  sie  wieder 
zu  Potenzenreihen  werden.     Beschränkt  man  nämlich  in  Formel  1) 

tf  äi  £f 

die  Yariabele  z  auf  das  Intervall  —  «  bis  +  ä,  so  sind  — ,  ^— ,  — 

%      aX     OX 

etc.  echte  Brüche ;  dann  ist  fbmer 

<¥) = 'O-ife) + 'O-Ä) + '('-5$^) +••• 

und  hier  lassen  sich    rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 
Formel 

-.l<iC<   +    l 

entwickeln;  dies  giebt 


I 


.    z    . 

/                   12«»           ^l*X*           8l6«6 

z^           ,    z*           ,    xre 
2»«»        *2*3r*        8  26««"^ 

Z^             X     Hf^           \      M' 

3^  «2        ■34^4        *36  3rc 
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Die  yorstehende  Doppelreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Yerticaleolonnen  erlaubt  ist,  folglich 
hat  man  auch 

/«m£\       _  _1_/J_    .   2.  +  2.  +  .  .  .^-?l 
\   e   /  1  \  1«  ^  2«  ^  3»  ^        /  «» 

2  \  14  ^   2*   ^   3*   ^         /  «4 

^±(±+±  +  ±  +  ;..\jlL 

3  Vi«   ^   2«   ^   3«   ^         /  «« 

Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horizontal- 
reihen mit  £h2t  8i,  Sß  etc.,  so  dass  überhaupt 

111 
8)  ß«  =  — -  +  — -  +  — -  4-  •  •  •  . 

ist,  80  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

j/sinsf\_       ^8^0^        ^S^ß^        j&^« 

—  «  -<  AT  <;  -f  Ä. 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Glridiiing  2) 
vorgenommen  werden,  sobald  xf  innerhalb  des  Intervalles  —  |  ar  biff 
-j-  |ä  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

10)  Tm  =  —  +  —  +  —  A •  • 

erhält  man 

,,x     ,  i2«T8^«        i2*T4^*        ,26Tefr« 

Die  hier  vorkommenden  Summen  7^3,  T4,  Te  etc.  lassen  rieh 
wieder  durch  £^,  84,  Sß  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  nämlich 

2m     ^  2***     "^       4m       '       gm       I     '  '  '  *» 

und  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 

2«»       ^"         ji»     '     3m     '      5m     •  •^*** 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 
12)  Icosjs 

__^(22— _1)^        ,(2*— 1)84^^        ,  (26— 1)S8<>« 


I 
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Die  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  analog  hehandeln,  wohei  man 
diefdr  —  kn  <^  9  <^  -\-  JcTt  geltende  Reihenentwickelnng 

£f  -er  1 


(Ä  Tcy  —  xr-J        (Je  ny 


KhnJ 


e  z^ 


e^ 


(]C7CY 


+ 


ZU  benutzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 

lö)    cote  = •  •  •  'f 

0  n^  n^  n^ 

—  «  <5<  +  Jr; 
U)    tanz  =  — ^^ -| ^ 


n- 


71 


4 


2(2«- 1)5;,;^» 

~  7C^  ^ 

Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  z  durch  \  z  und  addirt  die 
ent&tehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch 

,.^  1         .       (2'-l)S,g      ,       (23-l)S,;g8 

15)    ««xr  =  — + 5^5 +         2,^4 

(2»-l)Si,^5 
■^         2*««         "•"       *  *• 
—  «■<«■<  +  «,    • 
wie  sich  auch  durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

Um  endlich  eine  Potenzreihe  für  secz  Zugewinnen,  beschränken 
wir  in  Nro.  7)  die  Variabile  z  auf  das  Intervall  —  |  :r  bis  +  5  Ji^ 
und  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 


nn 


g»a)«  — ;er« 


4 


\n%/ 


nn 
Indem  wir  zur  Abkürzung 


'   \nn/        \nn:/ 


16) 


^tn  '       <  •»  nm  I 


1 


^m  3*»       '       5*» 

setzen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

SchlOmilch,  Analysis  L 


16 
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17)  ,«,.  =  ü^+£l^  +  2^  + 


•    •    •• 


—  |3r  <£r<  +  -Jä. 

An  die  Gleichungen  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  werth- 
volle  Bemerkung.  Die  Tangentenreihe  muss  nämlich  gleichfalls  zum 
Vorschein  kommen,  wenn  man  das  Theorem  von  Mac-Laurin  un- 
mittelbar auf  die  Function  f{z)  =  tanz  anwendet;  es  ist  daher 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 


tanz  =  C^toMo^^  ^  {BHan^^^  _j_ 


und  zwar  bezeichnet  hier  {ly^tanz)^  den  speciellen  Zahlwerth,  wel- 
chen der  Ate  Differentialquotient  von  tanz  iüx  z  =  0  erlangt.  Der 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  h  jederzeit 
(I>*  tan  z)o  =  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  findet, 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  Je  die  Relation 

(D'tanz^  2(2*-^— l)g,.n 

^^  1.2.3 k~  Ä*+i 

besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir  die 
Formel  4)  in  §.  14  für  a;  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

{I^tanz)o  =  tjtf  (Ä  ungerade); 

wir  haben  dann  bei  ungeraden  n 

19)  r„  —  (n)2tn-2  +  (n\rn-4: •  •  =  sm|n2r, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  ti ,  ta ,  r^  etc.,  wenn  succes- 
siv  n  =  1,  3,  5  etc.  genommen  wird.     Man  hat  nun  einerseits 

20)  *an.  =  ^.  +  ^-|-^.3+_^,.4..... 

—    l^    <    ^   <    ^    l^         • 

ferner  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  k  =  2  p  —  1 
sein  möge, 

r2p  - 1  n^P 


21)  %  = 


2(221»— 1)  .  1  .  2  .  .  .  (2jp— 1) 


Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  ri,  ta,  t^  etc.  ganze  ra- 
tionale Zahlen  sind,  und  zwar 

?i  =  1>     rg  =  2,     ts  =  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  ala  bekannt,  so   zeigt  die  Formel  21),  wie  mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  Si,  S4,  Se  etc.  gefunden  werden  können,  z.  B. 


Cap.  Vn.  §.  50.  Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  etc.   243 

••  =  — ' 

"  ~  90  ' 


1 
1« 

+ 

1 

2» 

+ 

1  + 

32    ^ 

1 
1* 

+ 

1 
2* 

+ 

^+ 

1 

16 

+ 

1 
26 

+ 
n. 

36  ^ 
s.  w. 

945' 


Was  zweitens  die  Gleichung  17)  anbelangt,  so  ist  zunächst  klar,/ 
dass   dieselbe  innerhalb  des   angegebenen  Intervalles   mit  der  Ei 
Wickelung 

sece  =:  \  -] — —  z  H j — Y~      +  *  '  •  '     / 

übereinstimmen  muss;  demnach  hat  man  für  ungerade  Tc 

(I>^secz)o  =  0 
und  für  gerade  h 

^  1  .  2  .  3  .  .  .  Ä  :r*  +  i 

Zur  Abkürzung  sei 

(I^secz)o  =  r;t,  (A;  gerade); 

die  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  f ür  a:  =  0  und  bei  geraden  n 

23)  tn  —  (n)3r„_2  +  (n)^rn-4 =  0, 

woraus  man  r2,  t^,  t^  etc.  erhält,  wenn  man  der  Reihe  nath  n  =  2, 
4,  6  etc.  nimmt.     Es  ist  nun  einerseits 


24) 


sece  =14- 


t2 


^'  + 


1.2        •    1.2.3.4 
andererseits  nach  Formel  22)  für  Je  =  2jp 


e*  + 


r/a«  xi  = 


25)  U2P+1  -  2*P+»r72  .  .  .  (2py 

mithin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

,  t^  =  1 ,       ^4  =  5 ,       tß  =  61  etc. 
zur  Bestimmung  der  Summen  Ci,  Us,  U^  etc.  dienen;  so  ist  z.  B. 

1  _  jt^ 

~    32 


'  -  — + 

38      ' 


1^ 


58 
u.  s.  w. 


Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  sinlnTC  statt  0,  was 
bei  geraden  n  richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung,  welche 

16* 
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in  Nro.  19)  für  ungeraden  verzeichnet  ist;  demnach  sind  die  Tangen- 
tencoefficienten  nach  derselben  Kegel  gebildet  wie  die  Secantencoef- 
ficienten.     Aus  der  Bemerkung,  dass 

secg  +  tatijs  =  tan(\n  -f-  \e) 
ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tan(\^  +  i^)  =  i  +  iL^  +  ^,.  +  _^^s+  .... 
— l^r  <  xr  <  +  |jr, 
worin  alle  mit  r  bezeichneten  Coefßcienten  vorkommen. 

Die  Reihen  für  Cotangente,  Tangente  und  Cosecante  stellt  man 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar^,  mit  deren  Angabe  wir 
diese  Untersuchungen  beschliessen  woUen.  Nach  Formel  13)  ist 
nämlich 

\x  cotlx  =  1  -  -^^  -  .^^  - ; 


dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Laurin  liefern 
27)        \x  cotlx  =  1  —   ^  ^ 


•  •  •  .  . 


1.2         1.2.3.4 

—  2«  <ic  <  +  2», 
wobei 

B2P-1  =  —  lD^P(^xcotlxy]o 

gesetzt  wurde.  Aus  Gründen,  die  sich  später  ergeben  werden,  hat 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  Bu  J?«»  ^5  etc. 
mit  dem  Namen  der  B er noulli' sehen  Zahlen  belegt;  es  ist  daher 

22p-i^2p  "-"1.2.  3...(2jp) 
oder 

_  2^P-iB2p-iyc^P 
1.2.3...  (2i>)' 

und, nach  den  Formeln  13),  14),  15) 


28)  83p  = 


29)        cot0  = — i-xr ^ eB 

^  z  1-2  1.2.3.4 


1  .  2  ...  6 

—  Ä<^<   -f  ä; 


2«^5  e 
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30)  ,^,^2^(2'-l)g.  2^2^-1)^,^, 

1.2  ^1.2.3.4 

2e(20-l)^, 
^1.2. ..6^ 

—  5«<«<  +  J«; 

on        "  1      .    2(2»—  1)B,       ,    2(2»— 1)5,    , 

31)  ose.  =  -  +  A__1_L,  +  _i__2_^,, 

2(2»- 1)B» 
^   1  .  2  .  .  .  6       ^  • 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bernoulli^schen  Zahlen  erhält 
man  durch  Vergleichung  der  Formeln  21)  und  28);  es  folgt  nämlich 

^^^  ^2P-1  —  22p-l(22p_l)» 

mithin  können    die  Bernoulli'schen  Zahlen  au9    den    Tangenten- 
coefficienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 

üx-  g  ,  *8  -  30  .  -ÖS  -  lä"'  -^^  -  3Ö"'  -^''  -  "ee"  • 


691        „     _    7  '_  3617       „     _  43867     . 

Anfangs  fallen  diese  Werthe,  von  Bf,  an  steigen  sie  wieder,  und  da 
nach  Nro.  28  bei  unendlich  wachsenden  p 

iBt,  SO  nehmen  die  Bernoulli'schen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
irgend  eine  geometrische  Progression. 


§.51. 

Beihen^ntwlokelungen  für  Functionen  mehrerer 

Vaiiabelen. 

Da  nach  dem  Taylor'schen  Satze /(a? -{- Ä)  in  eine  nach  Poten- 
zen von  h  fortschreitende  Reihe  verwandelbar  ist,  so  lässt  sich  der 
Analogie  nach  erwarten,  dass  bei  zwei  Yariabelen  x  und  y  die  ge- 
änderte Function  F(x  +  Ä ,  y  +  äj)  nach  Potenzen  von  h  und  k  ent- 
wickelbar sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
specielle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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fElr  ^  =  1  anDimmt;  als  Function  von  t  betrachtet,  läset  siel 
nach  der  Mac-Laurin*schen  Formel 

/(0=/(o)  +  ^t  +  =^<«  + 

•••  +  1.2. 3... («-!)'         +^ 
in  eine  Reihe  umsetzen  und  hieraus  muss  für  t=-l  die  gesuchte 
Wickelung  von  F(x  +  Ä ,  2/  +  ^)    hervorgehen.       Durch   succ 
Differentiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

8*7?  TAV  d^F 

u.  s.  w. 
von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  J^  ; 

als  Function   zweier  Variabelen  |   und  ri  behandelt,    welche 

durch  die  Gleichungen  {  =  05  +  ht  und  ifi  =i  y  -\-  Jzt  verb 

sind.     Für  ^  =  0  wird 

/(0)  =  r(5P,j^), 

/"(o)  =  |j:a*  +  2^4|^.*  +  |^**. 

U.  8.  W., 

überhaupt  stimmt  f^^^(0)  mit  dem  vollständigen  mten  Diffei 
von  F(x,  y)  überein,  wenn  man  sich  in  demselben  dx  durch  h 
dy  durch  A;  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  gesch] 
ist  also 

/(«.)(0)  =  Q-k  +  ^fc)'"8-F. 
Dies  giebt  folgende  Reihenentwickeluug 

2)    Fix  +  ht,i,  +  kt)=F(x,y)  +  Q^k  +  j^k^^t 

/l  1     \^d''F 

^\dx     '  dy  /  1.2 

■^\8a!    "'"8«  /       1.2....(»— 1 
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Dbei  noch  der  Rest,  wofür  wir  die  Form  wählen 

urch  JP  auszudrücken  ist.  Die  Vergleichung  von  f\t)  und/'(0), 
"(0  und/"(0)  etc.  lehrt  nun,  da8s/^»^(^)  als  Dasjenige  betrachtet 
Verden  kann,  was  aus  /^"^(O)  wird,  wenn  rc  -(-  Ä^  für  rr ,  und  y  -\-ht 
■ftr  y  eintreten;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

ä)  Fn{x,  y,  h,  k)  =  (— /»  +  j-kyd"F, 

BO  ist 

/(»)(0  =  Fn(x  +  ht,ij  +  kt,h,  k), 

imthin,  wenn  Q't  am  die  Stelle  von  t  gesetzt  wird, 
4)  ^    ^t''F,(x  +  &ht,}f  +  »kt,h,k) 

Für  <  =  1  hat  man  schliesslich  folgende  Entwickelung 


•  •  • 


+ 


1.2.3...(w— -1) 

Fn(x  +  d-h,y-\'d'Jc,h,h) 


1.2. 3*. •91 
liese  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingung,  daöS  die  Functionen  F,  F\ 
^ii .  .  .  Fn  stetig  und  endlich  bleiben,  während  xhis  x  -\-  h  und  y 
^is  y  +  h  zunimmt. 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
entiationen  a;  =  0 ,  ^  =  0  und  schreibt  dann  x  und  y  für  h  und  Ä;, 
10  erhält  man  die  Entwickelung  von  F{x^  y)  nach  Potenzen  von 
(und  y, 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Variabelen 
ind  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
eiten,  dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 

Das  Unendlichkleine« 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
eist der  Differentialquotienten  einer  Function  für  letztere  eine  Reihe 
u  finden;   es  kann  aber  auch   umgekehi-t  die  Reihenentwickelung, 
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wenn  sie  schon  bekannt  ist,  zur  Ableitung  der  Differentialquotienten 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  Habe  durch  irgend  welche  Mittel  für 
f{x  4".  Ä)  folgende  Reihe  gefunden 

1)  /(a?  +  Ä)  =  ;te  +  ZiÄ  +  Xzh'^  +  •  •  •  +  Z«-!*»-'  +  9nh% 
^^  tj^^  ti^"'%n-\  bekannte  Functionen  von  x  und  9»^**  den  gleich- 
falls bekannten  Best  bedeuten,  so  ist  erstens  für  ^  =  0 

2)  Ax)  =  3te- 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  Unterschied 
mit  h  dividirt;  dies  giebt 

3)  /(^  +  *)^-/(^)  =  ;^,  +  ^,Ä  +  .  .  .  +  ;k»-iÄ»-*  +  PnÄ-' 

und  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  /* 
4)  fix)  =  Zi. 

Setzt  man  ferner  in  Nro.  1)  f{x)  für  x»  '"•'i  /'(^)  ^'  Xu  *" 
folgt 

f(x+h)-f(x)--^f(x) 

5) ä5 = ^»  +  «3  Ä  +  -  +  Xn  1 A-*  +  9nh'  -' 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  =f^  =  Z.    oder  /"(x)  =  1  .  2  x,. 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  man  leicht 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  n  ^  m  genommen 
wird, 

/(«)(a?)  =1.2.3...  mxm' 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  Entwicke- 
lung  1)  mit  der  Taylor 'sehen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  allgemeine 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nro.  3)  und  Nro.  4)  zeigt  nämlich, 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  x^  ^»  X-^  ^^  etc.  überflüs- 
sig war,  da  letztere  gleichzeitig,  mit  h  verschwinden;  aus  demsel- 
ben Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der  Glieder 
X^h,  x^h^  etc.  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  h  der  Zuwachs 
von  Xj  also  =  ^o;  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  prakti- 
sche Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Diffe« 
rentialquotienten  oder  einer  Differentialgleichung 
ankommt,  darf  man  die  Glieder  weglassen,  welche  h^-^ 
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here  Potenzen  von  dx  enthalten,  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  betr&gt. 
Will  man  z.  B.  den  binomischen^  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
nenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differentialrechnung  beweisbar 
ist,  snr  Bestimmung  vonel(aj'»)  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
Regel  gemäss  folgendermaassen ;  es  ist 

dix"^)  =  {x-\-  dx)^  —  rr**  tr3  mx'^-^Jx  +  etc., 
mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc."  bezeichneten  Glieder 

d(x^)  =  mx^~'^dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
deutet (p(x)  die  über  der  Abscisse  OM=x  stehende  Fläche  BOMP, 
dx  die  Abscissenzunahme  MMi  =  PU,  y  die  Ordinate  üfP,  t  den 
Berührungswinkel  ÜPT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  59.  Fläche  BOMyPi  =  Fläche  BOMP 

I  4-  Rechteck  MMi  UP 

/  +  Dreieck  PUT 

+  Abschnitt  PTPi 

^  oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 

~  PTPi  einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  PPi  ü 
ausmacht, 

9)(a?-}-  ^Jx)  =  (p(x)  4-  y  ^^  +  |tonr  .  Jx^  -\-  \q  JxJy, 

-1<9<1; 

daraus  folgt 

^^ ^ ^^^  =  y  +  litant.  dx  +  dy) 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  dx 

— ^        ==  y    oder    ag){x)  =  ydx. 

Hier  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Dreieck  PUT  und  den  Abschnitt  PTPi  in  Rechnung  zog,  am  un- 
rechten Platze  angebracht  war ;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  „je 
kleiner  ^Jx  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  d(p(x) 
mit  dem  Rechtecke  yzfx  überein"  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner,  um  so  genauer"  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  d  in  die 
^rache  der  Analysis  einführt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
d(p{x)  =  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  mehreren  Yaria- 
Wen;  so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung  von  d^f(x,  y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  als  yon  der  zweiten 
sind,  nämlich  /dx'^^y^  jdx^yf^^  ^x^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenze 
haben,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grössen; 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx,  dy  etc.  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  Diffe- 
rentialen, wie  z.  B.  dx-,  dx  dy,  dy^,  heissen  entsprechend  Unendlich- 
kleine  zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dx"^^      dx"^-^dy,      dx^-^dy^,      dx'^-^dydz,  etc. 
Ünendlichkleine  von  der  Ordnung  m.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung^  einer  Differentialgleichung  sind  alle 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnun- 
gen die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleichung 
übersteigen; 

eine  üngenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  immer 
nur  um  Grenzwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzüber- 
gange alle  jene  Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Voraus 
weggelassen  worden  sind,  in  der  That  gegen  die  Null  convergiren 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben. 


Cap.  VIII. 

Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

§.  ö3. 

Die  algebraischen  Functionen  complexer  Zahlen. 

Sowie  man  sich,  jede  negative  Zahl  — y  dadurch  entstanden 
denken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  ^  mit  der  negativen  Einheit 
multiplicirt  worden  ist  [ — y  =  { —  1)^]»  so  kann  man  auch  imagi- 
uäre  Zahlen  bilden,  indem  man  y  mit  der  imaginären  Einheit  v  —  1 
multiplicirt;  dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 

und  gewöhnlich  zur  Abkürzung  V —  1  =  «  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 
chungen 
U»  =  -^l,    ««=+1,    »«  =  -!,     »8=+! 

t'  =  —  t  ,      «»  ^   -f-   t  ,      t'  =  —  »  ,      j»  :=   -|-   i  ,  .  .  . 

statt  ünden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x  und  einer  imaginären  Zahl 
«y  lässt  sich  femer  ein  Complex  x  -\-  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
comp  1  exe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  Theil.  Während  wir 
nun  bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Variabele  ß 
einer  Function  f(z)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
sei,  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  js  als  eine  complexe  Variabele  be- 
trachten und  untersuchen,  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
diesem  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
Elemente  der  Buchstabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
Kechnungsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  a;  =  |, 
y^=ri  ist  hiernach  x  -\-  iy  =  ^  -|-  ii]  und  umgekehrt. 
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Addition  und  Sub.traction.  Unter  der  Summe  zweier  com- 
plexen  Zahlen  x  -{-  iy  und  |  -f-  tiy  verstehen  wir  den  Ausdruck 
(^  +  Ö  +  *fy  +  >?) ;  die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  dem- 
nach eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wäre.  Für  die  Sub- 
traction  behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei ,  dass  der  ge- 
suchte Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  den  Minuenden 
geben  muss.  Hiernach  findet  man  sehr  leicht (X  +  iT) —(x  +  iy) 
=  (X — x)  -f-  i(T — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen. 

Multiplication  und  Division.  Unter  dem  Producte  zweier 
complexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebildet 
ist,  als  hätte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  multiplicirt  und  dabei 
i'^  =  —  1  gesetzt,  nämlich 

2)  (^  +  iy)a  +  iv)^(xl^yri)  +  i(xfi  +  y^. 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewöhnliche  Definition  bei 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

die  Unbekannten  u  und  v  aus  der  Bedingung 

x  +  iy  =  (X+  iT)  (u  +  iv)  =  (Xu  —  Tv)  +  i(Xv  +  Yu). 

Diese  liefert  die  Gleichungen 

X  =  Xu  —  Fv  ,    y  =  Xv  -\-  Tu, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  von  u  und  v  in  die 
obige  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man 

OS  x  +  iy  ^  Xx  +  Yy        .  Xy—Tx 

^  Z  +  iY       Z2  +  Y'^  "^  *  Z^  4-  r^  ' 

Zu  dem  nämlichen  Kesultate  gelangt  man  auch  dadurch,  dass 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  X  —  iY  multiplicirt  und 
die  Gleichung  (Z  + iY)  (Z  — iT)  =  Z^  +  T^  beachtet. 

Eine  andere  Methode  zur  Ausführung  der  Multiplication  und 
Division  complexer  Zahlen  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede 
complexe  Zahl  x  -\'  iy  unter  der  Form  r(co8  0  +  isinO)  dargestellt 
werden  kann.     Aus 

4)  a?  +  iy  =  r(cosd  +  i  sin  ff)  =  rcosO  +  irsinO 

folgen  nämlich  die  Gleichungen 

X  :=^  rcosO  ,    y  z=  rsinO 
und  diese  geben,  wenn  r  und  Ö  als  Unbekannte  angesehen  werden, 
ö)  x^  +  y^  =  r^,     r  =  Vx^  +  y\ 

6)  ^z=tanO,      6  r=::  ardan  ^  +  kn, 

'  X  aj  —       ' 
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worin  k  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  nennt 
hier  r  den  Modulns  der  complexen  Zahl  x  -\'  iy  und  nimmt  ihn 
stets  im  absoluten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Aus« 
druck  x^  +  yä,  nennt  man  die  Norm,  ö  das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Nach  dieser  Umwandlung  von  a;  -|-  ty  in  r(cosd  +  isind) 
ist  es  nicht  mehr  nöthig,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be- 
trachten. 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r  (cos  0  +  isin  0)  .  n  (cos  öi  -{-  isin  0\) 
=  rri  [cos  ß  cos  Ol  —  sin  0  sin  öi  +  i  (sin  0  cos  öi  -f  cos  6  sin  0\)] 
=  rri  [cos(e  +  öl)  +  isin(e  +  Öj)], 
der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli,  das 
neue  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Kegel  gelangt  man  zu  der 
allgemeineren  Formel 

7)  ri(cosdi  +tsinöi).r2(cösÖ2 +  «sinÖ3)...rm(cosöm  -\-isinOm) 

=  riri...rmlcos(di  +  d2-\ hÖm)  +isin(Oi  +  Ö2  H h  Ö«)]- 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.  Multiplicirt  man 
nämlich  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

r(cosd  +  isind) 
ri(cosOi  +  isin  dl) 

mit  — (cos  Ol  — isin  Ol) i  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 

der  gesuchte  Quotient 

—  (cosO  +  isin  ff)  (cosOi  —  isinOi) 

=  —  [cosO  cosOi  +  sinO  sinOi  +  i(sinO  cosOi  —  cosO  sinOi) 

oder  zusammen 

^.  r(cosO  -f-  isinff)         r   .     ,^      /i  %  •  .  .  ,/»      /» xn 

8)  ,     n     \    '  '  /i  N  =  —  [cos(ö  — Öl)^-^fi^n(ö  — öl)]. 
ri(cosOi  +  tstnOi)        ri        ^         ^  ^         ^-^ 

Potenzirung  und  Kadicirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven m  unter  is*^  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
^i«^2  •  •  •  ^m  ^  gleiche  js  entsteht,  so  möge  [r(cosO  +  isinO)]^ 
Dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r  und  ö  gleich  sind;  man  hat  dann  die  Formel 

9)  lr(cosO  +  iainO)]"^  =  r^(cosmO  +  isinmO)^ 

welche  den  Namen  des  Moi  vre 'sehen  Satzes  führt. 
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m 


Unter  je?"   verstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  comjdexen  $ 
*  diejenige  Zahl,  deren  nte  Potenz  gleich  ^^^  ist;  setzen  wir  daher 


m 


10)  [r(€osO  +  isin6f)]^  =  q(cosi]  -f-  isinri), 

wo  Q  and  tj  nicht  bekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

[r(cosO  +  isinSf)]"^  =  [Q(cosri  +  tsiniy)]« 

sein.     Bei  ganzen  positiven  m  und  n  giebt  dies,  dem  Moivre'schen 
Satze  zufolge, 

r^(cosmd  +  isinmff)  =  Q'^(cosni]  +  isinni^) 

und  durch  Yergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile, 

Q^cosnri  =  r^cosmO  ,     Q^sinnri  =  r^sinmO. 

Hieraus  erhält  man  zunächst 


m 
n 


=  r 

wobei  ^  und  r  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind.  Durch  Substi- 
tution dieses  Werthes  von  q  gehen  ferner  die  vorigen  Gleichungen 
in  die  folgenden  über 

cosnri  =  cosmO  ,    sinnri  =  sinmd, 
welche  nur  dann   zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differenz 
zwischen  ntj  und  mO  ein  gerades  Vielfaches  von  7t  beträgt.     Wir 
haben  daher,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl 
bezeichnet, 

/i    .    «T          •.                 wiO  -|-  2kn 
nri  ==  m(j  +  2ÄJjr    oder    i;  = , 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  Q  und  ri  in  Nro.  10) 

,,N     r  /      a  \    '  '  a\<^        V(       m0-]-2k%      .  .   m0-^2kn\ 
11)     [r(cösö  +  «sew0)]     =r    \cos ■ \-isin !• 

Da  k  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -\-  co  durch- 
laufen kann,  so  scheint  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht  der 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k  das  eine  Mal  den  individuellen 
Werth  Ä,  das  andere  Mal  den  Werth  w  +  Ä,   so  ändert  sich  der 

Bogen  um  2%  und  hat  dann  wieder  denselben  Cosinus 

n 

und  Sinus  wie  vorher;  bei  positiven  k  braucht  man  also  nur  ä  =  0, 

1 ,  2 ,  .  .  .  (n  —  1)  zu  nehmen.     Femer  bleibt  die  rechte  Seite  der 

obigen  Gleichung  dieselbe  für  Ä  =  —  Ä  und  f ür  Ä  =  w  —  h.    Die 

negativen  k  liefern  also  keine  neuen  Werthe.    Demnach  hat  der  Aus- 
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m 


druck  [r(c<>8d  -^  isinOy]^  nur  n  von  einander  verschiedene  Werthe, 
welche  aus  Nro.  11)  für  Ä  =  0,  1 ,  2,  .  .  .  (n  —  1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  Ä;  gleich  einem  Viel- 
fachen von  m,  etwa  h  =z  hm^  und  lässt  in  der  neuen  Gleichung 


m  m 


[rOcosO  -f-tstnö)]     =  r    Icos—^ — ■ --^-tstn—^ \ 

m 
m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,  dass  — 

w 

sich  einer  irrationalen  Zahl  fi  nähert,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

Gleichung 

12)   [r(cose  +  isinQ)Y  —  rf^{cosii(0  +  2ää)  +  isinii(d  +  2h7t)}. 

Hier  ist  h  eine  willkührliche  ganze  Zahl ,  und  die  rechte  Seite  hat 
unendlich  viele  verschiedene  Werthe. 

Wie  bei  Potenzen  mit  reeller  VfuHlabelen  js,  so  verstehen  wir 
auch  bei  einem  complexen  g  unter  /s^p  den  reciproken  Werth  von 
e^'j  hiemach  ist  z.  B.  für  ganze  positive  m 

[r(cosO  -{-isinOy]-^  =  ■=— ; — ,,  .    .  .  ,,.-,    =  — -. .,  .   .  . — — 

ir(cosO -\-tstnO)]^        r^(cosmd  +tstnmlj) 

=  r~^(cos  mO  —  isin  m  0) 

und  ähnlich  in  jedem  anderen  Falle. 


§.  54. 
Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

L    Dem  Moivre'schen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 

cosmd  =  (cosO  4-  isinff)^; 
die  rechte  Seite  ist,  m  als  ganz  uhd  positiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
dact  aus  m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 
Satz  benutzt  werden  kann,  weil  die  Multiplication  bei  reellen  und 
bei  imaginären  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
beiderseitiger  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
gelangt  man  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

1)  cosmO  =  («w)ocos"*ö  —  (m)2cos^''^dsin^0 

+  (m)^cos^''^d8in^0  —  .... 

2)  sinmO  =  (m)i cos*"""^ö  sinO  —  (m)sCO8^'^^0  sin^d 

+  (m)iCos'^~^0  sin^O  — 
oder 


.  ■  •  • 


256     Cap.  VIIL   §.  54.   Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 
8)    ^^  =  (rnk  -  (mktan^d  +  (m)^tan*d 


•    •    • 


•     • 


4)    — —jT-  =  (m)i  tanO  —  (m%tun^d  -f-  (m^tan^O  — 

IL    Die  Auflösung  der  Gleichung  oj*  ==  +  1.     Aus  der 

vorstehenden  Gleichung  folgt  a;  =  (-}-  1)" ;  die  gesuchten  Werthe 
von  X  können  folglich  nach  Nro.  11)  berechnet  werden,  wenn  man 
r  =  1,  Ö  =  0,  m  =  1,  Ä  =  0,  1,  .....  (n  —  1)  setzt,  und  sie  sind 
in  der  allgemeinen  Form 

2JCX     ,     .   .      2kx 

X  r=  cos \-  t  stn 

n  n 

enthalten.  Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n  unterscheiden; 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Keihe  nach 

&  =  0,  1,  2, "I  ~  ^' 

— ,  n— 1,  «—2, "2  +    ' 

im  zweiten  Falle  , 

Aj  =  0,  1,  2, ^?^, 

M  +  1 
w  — 1,  «  —  2, — 

Für  ein  gerades  n  sind  hiernach  die  Werthe  von  x 

+  1.  -1 

2ä    .     .  .     23r  27t         ,   ,     2n 

cos V-  t  stn  — —  ,  cos t  Sin , 

n  n  n  n 

43r     .     .   .     4«  4ä         .   .     4ä 

cos h  «  stn ,  cos tsin , 

n  n  n  n 

6«    ,    .   .     6ä  6ä         .  .     6ä 

cos h  «  stn cos t  stn , 

n  n  n  n 


.    •    .    •     .     ■    . 


(n— 2)3«^   .    .  .    {n  —  2)n  {n—2)n        .   .    (n— 2)ijr 

cos V  tstn  ^ —  ,  cos ' tstn ^--, 

n  n  n  n 

dagegen  für  ein  ungerades  n: 
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+  1, 


cos ^  tstn  —^  , 

n  n 

4«    .    .  .     4« 

cos H  1 8tn » 

»  n 

6«    ,    .  .     e^r 
cos 1-  1 8tn . 


n 


n 


2n        .  .    2% 

cos f  stn , 

n  n 

4tüt  ,      .  4:7t 

cos « stn , 

n  n 

63r         .  .     6« 

cos tstn , 

n  n 


n 


(n—l)!Jt   .    .  .    (n— l)3r  (n— 1)«        .  .    (n— l)jr 

cos  ^ \-  tsm  ' —  I   cos ' tstn ^ 

»  '  n  n 

So  hat  z.  B.  die  Gleichung 

a?«  =  +  1 
folgende  6  Wurzeln 

+  1, 


»  -I-  *     2     • 

1  ,     VT 


-1, 


III.    Die  Auflösung  der  Gleichung  a?«  =  — 1.    Für  r  =  l, 

ö  =  3r,  m  =  1   erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 

Wurzeln 

(2k  +  l)x   .    .  ..    (2k  +  l)3r 

X  =  cos ■ — ' h  tstn  ' ■ — -—  ; 

n  n 

bei  geraden  n  hat  demnach  x  folgende  Werthe: 


cos  —    +  tstn  —  9 
n  n 

Stt     ,     .   .  S7t 

cos h  t  stn  ' —  , 

n  n 

67t      ,.    .  67t 

cos 1-  t  stn 


n 


n 


.7t  ,    ,        7t 

COS  —   —  tstn  —  4 
•    n  n 

S7t  .    .      S7t 

COS t  stn , 

n  n 

67t  ,    ,      67t 

cos tsm , 

n  n 


(n— 1)^    ,    .  .    (n—l)7t 

cos --^ \-  tstn  - 


n 


n 


(n—l)7t        .  .    (n— 1)3« 

,    cos  - — —^ t  stn  - — - — '  , 


n 


n 


dagegen  bei  ungeraden  n: 

Schlömilch,  Aiialysis  I. 


17 
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-1. 


%       ...        9C 

COS  —   4-  tsin  —  , 
n  n 

3«    ,    .  .     3« 

cos }-  tstn , 

n  n 

5«    -    .  .     ÖJr 

cos \-  t  stn , 

n  n 


cos  —  —  ism  —  , 
n  n 

3ä         . .     3* 

cos tstn , 

n  n 

ÖJr         .  .     Öjr 

cos «stn , 

n  n 


(n—2)7r    ,    .  .    (n  — 2)ä  (n— 2)«        .  .    (n--2)« 

cos^ ^ [-'tsin- —,    COS' tstn- —' 

n         '  »11  n 


§.  55. 
Die  Exponentialgrossen  mit  complexen  Variabelen. 


unter  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwertli  des  Aosdrncks  (  1  -f* 
för  unendlich  wachsende  o  verstanden;  demgemäss  ist 

*.  =  im  [(l  + 1)"'] 
oder,  venn  es«  =  m,  mithin  —  =  -  gesetzt  wird. 


=^  [(>-=)"] 


(für  I»  =  00 ). 


Diese  Gleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentialgrosse 
Grenzwerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werdoi  kann ;  sie  eignet 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  Exponentialgrössd, 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchung«!  für  jeden  Fall  die  Be* 
deutung  der  Potenz  kennt.  Wir  definiren  demnach  e'+'i^  durch  die 
Gleichung 


1) 


und  setzen  der  Einfachheit  wegen  m  als  ganze  und  positive  Zahl 
voraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenühergang  auszufuhren,   bringen 
wir  zun&chst  die  Basis  der  Potonz  auf  die  Normalform,  nämlich 


2) 


1  +  ^^-i^  =  ricosO  +  isinJ), 


m 
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woraos  eich  ergiebt 


1+- 

m 
setzen  wir  ferner 

ardan =  9 , 

m 
80  folgt  aus  der,  für  tanO  angegebenen  Gleichung 

wo  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.     Die  Glei- 
chung 2)  lautet  jetzt 

IM 

för  a?  =  0  und  y  =  0  wird  r  =  1,^  =  0,  mithin 

1  =  coskx  +  isinkx  =  coskx^ 

woraus  hervorgeht,   dass  k  eine  gerade  Zahl  sein  muss.     Man  hat 
desswegen  einfacher 

1  ^ £±il!  _  ^^cosd'  +-  isinO) 
m 

und  nach  dem  Moivre 'sehen  Satze 

8)  c*+'y  =  it«»{r«(co8«»'8'  +  «sm«»^)}. 

Darin  ist 


=0+^+^)'". 


md,  wenn 

X  2£       g*  +  y^  __  1 

m  m^  ^ 

gesetzt  wird,  so  stellt  sich  r*"  unter  folgende  Form : 


'■=(-+i)'"=[('4)T 


'•1  .    ^ 


=[0+^)1 


Bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  —  gegen  die  Null,  mit 
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hin  wird  /t  unendlich  gross,  und  die  vorstehende  Gleichung  aeigt 
dann,  dass  r"*  den  Ausdruck  e*  zur  Grenze  hat. 
Was  ferner  m^"  anhelangt,  so  ist  identisch 

WO"  =  - — TT,  •  mtan^  = 


ian^'  sind'         i  _i_  ^ 

bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  ^  gegen  die  Null,   -^ 

gegen  die  Einheit,  folglich  md"  gegen  den  Werth  y.     Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3)  zu 

4)  e*+  *^  =  e^{co8y  -f-  isiny). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  allgemeinere 
Exponentialgrösse  a'  anwendbar.     Bei  reellen  jer  ist 

a'  =  e'"  =  Lim  [(l  +  —)"]  , 

und  wenn  man  diese  Gleichung  als  Definition  für  den  Fall  e  = 
X  -\-  iy  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 

5)  a*+«>  =  a^[cos(ifla)  +  isinii^la)]. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Fundamentaleigenschaft  der  Exi)0- 
nentialgrösse,  nämlich  die  Gleichung  a'  .  a^  =  a'+?,  auch  bei  com- 
plexen  js  und  5  richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mit 

a^-^^v  ==  a^[cos(r}la)  -\-isin(rila)] 
und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

r(cosO  +  isind)>ri(cosOi  +  isindi)=rri[cos(d  +  öi)  +  mn(ö.-f-  öi)]; 
das  Resultat  ist 

und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  für  com- 
plexe  Exponenten  gilt.  Alle  übrigen  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialgrösse, wie  z.  B.  (a')*  =  a**,  sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft;  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  o?  =  Ö,  das  eine  Mal  y  z=  u,  das  andere 
Mal  y  =  —  u,  und  haben  dann 

e««*  =  cosu  -\-  isinu  ,     e~'*  =  cos^i  —  isinUt 
mithin  durch  Addition  und  Subtraction 

6)  2  cosu  =  e'«*  +  e"'*,     2  isinu  ==  e'**  —  c~'"». 

Aus  diesen  Gleichungen  crgiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  auf 
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lie  mie  Potenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  für 
^anze  positive  m  anwendet, 

')  2^cos*^u 

üier  kann  man  jede  Exponentialgrösse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
imsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
leiten  Tergleichen.     Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

2^cos'^u 

=  (w)o  cosmu  +  (m)i cos(m —  2)u-{-  (m)^  cos(m  —  4)w  +.  •  •  •  • 

Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
laden m  zu  unterscheiden.  Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 
ßinomialcoefficienten  {wi)i      und    jeder    andere   Coefficient    kommt 

2  ^ 

zweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coefficienten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  zu  folgender  Gleichung  führt: 

9)  2"»~^cos"*w 

=  (w)o  cosmu  +  (fn)i  C08(m — 2)  u  -\-  {m)^  cos(m — 4) «*+•••• 

•  •  •  +  («*)i         cos2u  +  sMi    . 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade  m: 

10)  2"»-icos"»i« 

=  (m\  cosmu  +  (m)i  cos(m — 2)  u  +  (m)2  cos{m — 4)  w  -f-  •  *  • 
•  •  •  4-  (m),  cosSu  +  (w),  cosu. 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  m: 

Im 

11)  (—1)*    2'»-ism«w 


=  (w)o  cosmu  —  (w)i  cos(m— 2)  w  -|-  (m)2  cos(m — 4)  w  —  •  < 
...  +  (- 1)5"-'  (m)^        cos  2t*  +  (- 1)^"  l(m),    , 
dagegen  bei  ungeraden  m: 
12)  (— l)2^"*"'^2'»-ism««« 


=  (wi)o  sinmu  —  (w)i  sin(m — 2)  m  +  (m)2  sin(w — 4)  w  — 

'. .  +.  (_  i)i<"-'^  (^)  sf„  3«  +  (-l)»^"""  (m)  si» 


stnu. 
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Die  hier  entwickelten  vier  Gleichungen  hilden  gewissermaaasen 
die  Umkehrungen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 


§.66. 

Die  Logarithmen  complexer  Zahlen« 

Unter  dem  allgemeinen  Logarithmus  einer  Zahl  ^  rer- 
Btehen  wir  jede  reelle  oder  complexe  Grösse  jP,  welcher  die  Eigen- 
schaft e*  =  S  zukommt.  Bezeichnen  wir  diesen  allgemeinen  Loga- 
rithmus Ton  S  mit  L  t  und  setzen 

1)  i  (1  +  iv)  =  ^  +  «y. 

wo  X  und  y  vorläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

oder 

e*  {cosy  +  isiny)  =  f  +  lij 

sein.     Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  e* casy  =^  i^        e'siny  =  fj 
liefern  erstens 

3)  e'  =  VI»  +-ti*,  »  =  \l  («»  +  »*)> 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weü 
e*  bei  reellen  x  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  e'  zu  den  folgenden 

4)  co8y  =  ^.  ,  siny  = 


6)  tany  =  ~r  %  y  ==  orda/n  -z-  i  »» ^t 

wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  näher  be- 
stimmen lässt,  wenn  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  nega- 
tiven I  unterscheidet.  Für  ly  =  0  wird  nämlich  y  =  +  ***  *  nnd 
nach  Nro.  4)  cosy  =  +  1  oder  cosy  =  —  1,  je  nachdem  |  positiv 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  eine 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  muss.  Bezeichnet 
Tc  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  der  Werthe 
von  X  und  y  folgende  Formeln:  für  ein  positives  |: 

6)         X  (I  +  in)  =  I?  (P  +  n")  +  ♦  ^arctan ^  ±21cn\ 
dagegen  für  ein  negatives  £: 
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7)  L  (1  + tij)  =  \l  tt»  +  ly»)  +  f  rarcfan|.  ±  (2Ä+  1)«]. 

In  dem  sehr  einfachen  Falle  |  =  +  1  und  i}  =  0  erhält  man 
hieraus 

8)  i  (+  1)  =  ±  2  Ä«f,         i  (—  1)  =  ±  (2»  +  \)n%, 
mithin  kann  bei  positiven  | 

9)  i  (I  +  iri)  =  \l  (fa  +  71^)  4-  iarctm  y  +i  (+ 1). 
und  bei  negativen 

10)  L  a  +  iri)  =  ||  (|v+iy2)  +  iardan  f  +  -^  (—1) 

gesetzt  werden.  Die  unenSliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
übrigens  nicht  überraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

It  =  Um  [n  (]/^—  l)],        (für  »  =  oo) 

ist  und  dass  p^^,  den  Untersuchungen  des  §.54  zufolge,  n.  verschie- 
dene Werthe  besitzt. 
Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  bekanntlich  die  Haupteigenschaft  der  Logarithmen 

L  (S,  U)  =  igi  +  LU 
jene  Relation  besteht,  wie  in  §.  55  gezeigt  wurde,  auch  bei  com- 
plezen  gi  und  ;?2«  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  bei 
complexen  ^i  und  ^2*  Eine  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  X(J  +  iri)  und  2/(S  —  ir^  nach  Formel  7) 
oder  nach  Formel  8)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen von  einander  abzieht;  man  findet  so 

11)  L  (i-^-p)  =  ^iUrdan^  ±  2 ää], 
wo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 


§.57. 

Die  goniometrisohen  und  cydometrischen  Functionen  mit 

complexen  Variabelen. 

L    Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 

cosu  = ,  stnu  = -T 

2  2  f 
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wollen  wir  als  die  allgemeinen  analytischen  Definitionen  von  cosu 
und  sinu  beibehalten;  es  ist  dann 

eos(tv)  = J = ^ • 

««(»»)  = 2i =  * 2 • 

und  überhaupt  bei  complexen  u  =  x  -{-  iy 


cos(x-\-  iy)  = 
sin{x-\-iy)  = 


2  2 


2e  2f 

oder,  wenn  man  e+»*  sowie  c~**  durch  cosx  und  sin«  ausdrückt,  • 

1)  co$(X'\-%y)  = cosx  —  « r stnx, 

2)  st«(x  +  fy)  =  — — stnx  +  ♦ 5 «»«• 

Vermöge  der  Werthe  von  cos(iy)  und  sin(iy)  kann  man  dafür 
schreiben 

cos  («  +  tjf)  =  cosx  co$(iy)  —  stnx  sin(iy) , 

$in(X'\-iy)  =  sinxco$(iy)  -\-  cosx  siniiy)^ 

woraus  herrorgeht,  dass  die  bekannten  Formeln  für  cos{a  -f-  ß) 
und  stn  (a  -|*  ß)  auch  bei  imaginären  /S  richtig  bleiben.  Die  Glei- 
chungen 1)  und  2)  liefern  fem&r 

cos*  (x  +  •  y)  +  SfV  («  +  i  jf) 

die  Rdation  cas^#-|-  sm*5  =  1  best^t  daher  auch  bei  complexen  s. 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten  wir  die 
gewöhnlichen  Definitionen 

1  ^  sinM 

secM  = ,     famM  = il.  s.  w. 

cosiT  cosjr 

ungie4nderi  bei«     Hiemach  ist  b.  R 

toHjr  +  tjr)  =  ;  ,  ;    _. —^ r^-^ — t 

(f»  +  e   »)o«x  —  9{e9  —  e~y)sijts 

oder,  wenn  man  den  Nt»mer  durth  Muhipficaitioii  Bit 

(eJ' +  <--»)«»$*  +  t(t»  — t~»)sm« 
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3)  tan  (x+  ty)  =  ^^,^3,^,^,V' 

Anf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniometrischen  Func- 
tionen des  complexen  Bogens  x  4~  <3f  ftnf  die  Form  9>(^,2^)  -h  *^(^>2^) 
bringen. 

Die  beiden,  in  den  vorigen  Formeln  öfter  vorkommenden  Func- 
tionen 

eßf  +  e-v       ,  ^  —  c-y 

und  

2  2 

nennt  man  nicht  selten  den  hyperbolischen  Cosinus  und  den 
hyperbolischen  Sinus;  man  bezeichnet  sie  entweder  mit  So^.v 
und  ®iny  oder  zweckmässiger  mit  cshpy  und  snhpy.  Dieselben  be- 
sitzen u.  A.  die  Eigenschaften 

cshp^y  —  snhp^y  =  1,    $nhp2y  =  2shhpycshpyt 

welche  gewissen  goniometrischen  Formeln  analog  sind. 

Nach  dieser  Bezeichnung  hat  man  folgende  Relationen 

cos(x  +  iy)  =  eosx  eshpy  —  isinx  snhpy^ 
sin(x  -|-  iy)  =  s<»*^  cshpy  +  icosx  snhpy^ 

^     ,     .    .  X        sin2x  +  isnhp2y 
*«"(^  +  *y>  =  C0S2X  +  cshp2y' 

^,      ,    .  X  sm2x  —  %sfahp2y 

cot(x  +  t«)  = ,  '^     • 

"^      \   ^^  co$2x  —  cshp2y 

n.  a.  Unter  dem  Symbole  Ärcsin^  verstehen  wir  im  Folgenden 
jede  reelle  oder  complexe  Grösse  j?,  welcher  die  Eigenschaft  sinez=^ 
zukommt.  Hiemach  gilt  für  ein  reelles  £,  dessen  absoluter  Werth 
die  Einheit  nicht  übersteigt,  die  Formel 

4)  Ärcsin^  =  mn  +  arcstn^,    (|*  ^  1); 

dabei  ist  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  es 
entspricht  das  obere  Vorzeichen  einem  geraden,  das  untere  einem 
ungeraden  m. 

Setzt  man  allgemeiner 

5)  Aresin  (|  +  ifi)  =  x  +  iy, 

wo  X  und  y  vorläufig  unbekannt  sind,  so  folgt  umgekehrt 

sin  (x  +  iy)  =  {  +  tiy, 
d.  i.  nach  Nro.  2) 

=- stnx  +  t cosx  =  g  -|-  tij, 
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mithin  dienen  zur  Bestimibiing  von  x  und  y  die  beiden  Gleichungen 

stnx  =  fc cosx  =  q, 

die  sich  folgendermaassen  auflösen  lassen.  ^ 

Man  erhält  zunächst 

(^Jl^  +  **"'*  =  1  +  I»  +  «j». 

and  wenn  hierzu  die  Gleichong 

„     «•'4-  «r-*    . 

2  . '^ iinx  ^  2{ 

erst  addirt,  dann  subtrahirt  wird,  so  entsteht  linker  Hand  jedesmal 
ein  vollständiges  Quadrat,  woraus  folgt 


6) 


2 


+  Binx  =  1/(1  +  D«  +  1?», 


2 

Die  Wurzelwerthe  müssen  hier  im  absoluten  Sinne  genoz^men  wer- 
den, weil  bei  reellen  p  und  x 

|(^  +  e-^)  >  1,    sinx  <  1 

mithin  jeder  links  stehende  Ausdruck  positiv  ist.  Die  Gleichungen  6) 
führen  nun  zur  Kenntniss  von  x  und  y,  setzt  man  nämlich  zur  Ab- 
kürzung 

7)  tf  =  1(1/(1  +  D«  +  V'  +  V(i  —  g)»  +  V'}, 

8)  r  =  1  {V(l  +  D'  +  ij»  -  V(l  -  Ö*  +  ij»}. 

SO  folgt  erstens 

sinx  =  r  mithin  a?  =  Aresin  r, 
zweitens 

\        =  ö  mithin  y  =  l(6±  ]/ ö^  —  1). 
Wegen 


0  —  ]/(j3  _  1  = 


<y  +  V<J*  —  l' 
kann  man  den  Werth  von  y  auch  in  folgender  Form  schreiben 

y  =  ±l(<i  +  l/ö'  -  1) 


und  hat  dann  j/ö^  —  1  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen.  Bezeichnet 


Functionen  mit  complexen  Variabelen.  267 

£  eine  reelle  positive  oder  negative  Einheit,   so  ist  vermöge  der 
Werthe  von  x  und  p 

Aresin  (|  +  iv)  =  Arcsinr  +  i^l  (<»  +  V^^  —  1) 
oder  wenn  Ärcsint  durch  aresin  t  ausgedrückt  wird, 

9)     Aresin  (|  +  tiy)  =  »i ;r  +  (—  1)"»  aresint  +  iBl(6  -[-  Vö«  —  1). 

Um  zu  bestimmen ,  in  welchen  Fällen  6  =  -|-  1  und  ixK  wel- 
chen £  =  —  1  zu  nehmen  ist,  setzen  wir  speciell  |  =  0  und  iy  als 
positiv  voraus ;  es  liegt  darin  keine  Beschränkung  des  iy,  weil  i(— ^) 
=  ( —  i)iy  ist  und  daher  ein  etwaiges  negatives  Vorzeichen  des  iy 
auf  Rechnung  von  i  geschrieben  werden  kann.     Für  die  erwähnten 

Werthe  von  |  und  iy  ergiebt  sich  t  =  0,  <J  =  Yl  +  V^  mithin 

Aresin  (irf)  =  wä  +  i€l(Yl  +  ri*  -\-  iy), 
umgekehrt  muss  also  die  Gleichung  bestehen 


10)  ifi  =  sin  [mn  +  islO/l  +  ij»  +  i?)]. 
Setzt  man  vorübergehend 

i(VTT^  +  ij)  =  A, 

woraus  folgt 

11)  e^  =  l/l  4-  ti^  +  ri,    c-^  =  ]/l  +  ij«  —  ij, 
80  erhält  man  aus  Nro.  10). 

iri  =  sin  (mn  +  laA)  =  cosmn  .  sin  (iek) 

=  (—  1)«»  6sin(iX)  =  (—  1)«  si  ^-^ 

d.  ist  nach  Nro.  11) 

ifl  =  (—  1)«  siri  mithin  6  =  (—  1)~. 
Zufolge  von  Nro.  9)  gilt  nun  die  definitive  Formel 


12)    Aresini^  +  iri)  =  mn:  +  (—  1)~  {aresint  +  il(6  +  l/ö»— 1)}, 
-worin  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Versteht  lüan  unter  aresin  (§  4"  ^V)  denjenigen  speciellen 
Werth  von  Aresin  (J  +  *fl)f  welcher  für  m  =  0  zum  Vorschein 
kommt,  80  ist 


13)  aresin  (|  +  iri)  =  arcsiHt  +  il(6  +  Yö^  —  1), 
und  daraus  geht  hervor,  dass  die  Kelation 

14)  Aresitj:t'=  mn  +  ( —  Vy^a/resinl 
auch  für  complexe  (  gültig  bleibt. 

Als  specielle  Fälle  sind  die  folgenden  der  Erwähnung  werth« 


268  Cap.  Vni.  §.  57.    Die  goniometrischen  und  cyclometrischen 
Füri^  =  0  und  I»  <  1  liefern  die  Formeln  7)  und  8) 

2  '  2  ^ 

mithin  wird  nach  Nro.  13)  aresin  ^  =  aresin  |.     Dagegen  ist  für 
iy  =  0  nnd  I«  >  1 

mithin 


16)  «rcsi»!  =  I«  +  »I(S  +  Vf»  —  1),    g»  >  1; 

dieses  Resultat  wird  nicht  überraschen,  wenn  man  beachtet,  dass 
einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinns  kein  reeller  Bogen  ent- 
sprechen kann. 

Für  ^  :=r  0  ergiebt  sich 

16)  arc$in{iri)  =  il(]/\  +  iy»  +  ly). 

b.  Bei  reellen,  das  Intervall  —  1  bis  +  1  nicht  überschreitenden 
I  bedeute  Arccos^  irgend  einen  Bogen,  welcher  £  zum  Cosinns  hat, 
dagegen  arccos^  den  kleinsten  (d.h.  den  zwischen  Oundar  Mlenden) 
jener  Bögen;  es  ist  dann 

17)  Jlrccosl  =  2« jr±arcüas|,    (|»  ^  IX 

wobei  IN  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganxe  Zahl  beseichnet 
und  ebensowohl  das  obere  als  das  untere  Yorxeichen  von  arcco-  ^ 
gilt, 

£ls  sei  nun  allgemeiner 

18)  Arecos{i  +  ii)  =  »  +  t>, 
80  folgt  umgekehrt 

«»(«  +  «»  =  1  +  «> 
d.  L  nach  Formd  2)  und  durch  Ycrgkichung  dar  reellen  und  ima- 
giniren  Tht>ile 


-_L ew*  =  I,  5 —  sm«  =  —  i|. 

Mittt^l^t  ein^r  ihnlichcn  K^dmung  wie  im  voiigen  Abechniiie 
findet  man  hieraus 

IjLC!  +<*,,  =  ]  (i  +  D*  4-  n\ 
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casx  =  t  mitbin  x  =  Ärccost, 

also  nach  Nro.  18)  wenn  gleichzeitig  Arccos  t  dorcb  arccos  %  aus- 
gedrückt wird, 

19)  Arccos  (I  +  ifi)  =  2mn  ±  arccost  +  %bI{6  +  l/iJ»  —  1). 

Zur  Bestimmung  von  B  dient  wieder  die  Specialisirung  |  =  0;  sie 
giebt 

Arccos(iri)  =  2mÄ  +  Ja  +  tfiZ(yi  +  iy*  +  fl) 

und  umgekehrt 

iri  =  co8{2mn  +  §»  +-  i«A)  =  Ip  8fn(feA) 

=  +  6stn(iA),=r  ip  £iiy. 

Hiernach  ist  6  =  —  1  oder  =  +  1  zu  nehmen,  je  nachdem  arccost 
in  Nro.  1 9)  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  hat;  die  allgemeine 
Formel  lautet  also 

20)  Arccos{i  +  tri)  =  2war  +  [arccost  —  (1(6  +  Yö^  —  1)} 
Definirt  man  arccos  {^  -{-  *^)  durch  die  Gleichung 

21)  arccosi^  +  ifjf)  =  arccosr  —  tZ(<y  +  Yö^  —  1), 
so  erhellt  augenblicklich,  dass  die  Kelation 

22)  Arccost  =  2w3r  +  arwjosg 

auch  far  complexe  ^  gilt.  Ebenso  zeigt  die  Addition  der  Gleichungen 
13)  und  21),  dass  die  Gleichung 

23)  aresin  t  +  arccost  =  5« 
allgemein  richtig  bleibt. 

c.  Dem  bisherigen  analog  bezeichne  Arctan^  irgend  einen 
Bogen,  dessen  Tangente  die  reelle  Zahl  |  ist,  es  besteht  dann  die 
Kelation 

24)  Arctan^  ^=  mjt  •{-  arctan^, 

worin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeatet 
Setzt  man  allgemeiner 

25)  Arctan  ({  +  *^)  ==  a?  +  «y» 
so  ist  umgekehrt  mit  Beachtung  der  Formel  3) 


S  +  *'^  =  <aw(aj  +  iy)  = 


s%n2x  +  t .  |(c2y  —  e-2y) 


cos2x  -{-  \{fy  +  e-^yy 

oder  wenn  man  für  den  Augenblick  die  Abkürzungen 
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einführt  und  beiderseits  die  reellen  sowie  die  imaginären  Theile 
vergleicht, 

^^N  sin2x  f,  V 

26)  =  t      — i  ^  fli, 

cos2x  +  <*         '     €0s2x  +  u 

Subtrahirt  man  die  Qnadratsumme  dieser  Gleichungen  von  der  Ein- 
heit und  dividirt  den  Rest  durch  2,  so  erhalt  man  wegen  1  — 
stn'  2x  =  cos^2x 

cos2x       _  1  —  (g>  +  fj^) 
co82x  +  u  2  ' 

der  Quotient  aus  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  26)  und  der  yor- 
stehenden  Gleichung  liefert 

2ä 

tan2x  =  r^ 

1  -  «»  +  n') 

und  daraus  folgt 

2| 


27)  «  =  \Arclan  — 


-  (I»  4-  n") 

Addirt  man  die  Quadratsumme  der  Gleichungen  26)  zur  Ein- 
heit und  dividirt  die  Summe  durch  2,  so  erhält  man  wegen  1  +  ^^^ 

u  _l  +  ^'  +  V' 

cos2x  +  t<  2 

In  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  26)  giebt  dies 
weiter 

t^  +  v      ^  1  +  g^  +  1?«   , 
cos2x  +  u  2  "^  ^' 

cos2x  +  u  2  ^' 

forner  durch  Division 

«JiJ  =  IL±iL±J)! 

Zufolge  der  Bedeutungen  von  u  und  v  ist  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  einerlei  mit  c*'',  daher 


*     *  U'  +  (1  -  ny\ 


Nachdem  hiermit  die  Werthe  von  x  und  y  bestimmt  sind,   gilt  nach 
Nro.  25)  die  Formel 
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28)     Arctan  (|  +  iij)  =  \Aretan  ^  _  ^;  ^ 


+ 1«  rli±iL±J)!l 


welcbe  aber  einer  weiteren  Discussion  bedarf,  weil  der  reelle  Theil 
rechter  Hand  eine  Unterbrechung  der  Continnität  erleidet,  sobald 
der  Nenner  1  —  (|'  -|-  i^*)  aus  dem  Positiven  durch  Null  ins 
Negative  übergeht. 

Ist  nun  erstens  |'  4"  ij^  <C  1«  so  kann  man  schreiben 

29)  Ardan  (|  +  iiy) 

= K-* + «'•'*-  i-'iUn^)  ■*- "''  [|'  X  l  -  V[ 

oder  für  1  +  11^  =  Qe'^ 

Ardan  (q€^^) 
x(         I         ^      2pcoso\    ,    ...  ri  +  ^»  +  ^qünGi\ 
«V  1  —  PV  U  +  ?^  —  2pm<Dj' 

mithin,   wenn   der  echt  gebrochene  Modulus  Q  bis  zur  Null  ver- 
mindert, G7  dagegen  nicht  geändert  wird, 

Ardan  0  =  |wä  d.  h.  ian\mn  =  0; 

hieraus  folgt,  dass  m  eine  gerade  Zahl  sein  muss. 
Im  Falle  g«  +  iy«  >  1  hat  man 

30)  Ardan  {^  +  tri) 

-  <^^  "  ^"'"^^  ^»  +  iy>  - 1  +  i*^  U*  +  (1  _  ^).J 

oder 

ilrdan(pe'<") 

und  specieller  für  9  =  ao ,  (O  =  0 

Ardan  CO  =  \fnn  d.  h.  fan^m«  =  oo 

Wonach  m  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Aus  den  Formeln  29)  und  30)  ergiebl  sich  nun,  wenn  in  der 
öftiteti  tn  =  2w,  in  der  zweiten  m  =  2n  +  1  gesetzt  und  unter  n 
eiue  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden  wird, 
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2| 

31)  Arctan  d  +  tij)  =  n«  +  lardan  ^  _      * 

^  *    Li»  +  (1  -  nn    *  +  '^  ^  ^' 

32)  Ardan  (|  +  tij)  =  «  «  +  H  «  —  arcten  ^^         ^ j 

+  *«^  Li'  4-  (1  -  vyy  «*  +  fl'>i- 

In  dem   speciellen  Falle  w  =  0  schreiben   wir  arctan  statt 
Ärctan  und  haben 

33)  ardaw  (|  +  in)  =  \ardan  ^  __     ; 

34)  ardan  (I  +  ti?)  =  jf^  —  «»'cton  — — -i— _j 

der  Vergleich   mit   den    vorhergehenden  Formeln  zeigt,   dass  die 
Relation 

Arctan  %  =  wä  +  arctan  t 

auch  bei  complexen  ^  richtig  bleibt. 

Für  I  =  0  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln 


35) 


^*<1, 


arctan  (tri)  =  lil  ^^  _  M, 

arctan{ifi)  =  \]^  +  il  (|-^)],       i?«  >  1. 


Auf  ähnliche  Weise  können  Arccot  (|  +  iiy),  Arcsec{j^  -\-  tri) 
und  J.rcc£c(|  +  iiy)  entwickelt  werden,  doch  sind  diese  Functionen 
von  so  seltenem  Gebrauch,  dass  wir  ihre  Discussion  übergehen 
können. 
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7 

/ 


§.68. 


Differentiation  complexer  Ausdrücke. 

Den  YO^rigen  Untersncliiingen  znfolge  kann  eine  Fonction,  welcbe 
ausser  der  Yariabelen  z  noch  die  imaginäre  Einheit  i  enthält,  auf 
die  NormaKorm 

1)  /(xr.O  =  tpie)  +  iii>{z) 

gebracht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bündige  Erklärung 
über  den  Differentialquotienten  von  f{z^i)  geben.  Unter  f{z^i) 
versteht  man  nämlich  den  Ausdruck  9>'(^)  ^  ^^^(ß)  und  es  ist 
daher 

df(e,t)  _  d^jz)        ,dil;(z) 
dz  dz  dz 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialquotienten 
der  einfachen  Functionen  complexer  Yariabelen  aufsuchen. 

Die  Potenz.     Setzen  wir  nach  §.  53 
(a?  +  iy)f^  =  [r(cosd  +  isinO)]f*  =  rf^cos^d  +  irf^siniid, 

r  =  Yx^  +  y\  tanO  =  — , 

so  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 


+  i 
es  ist  aber 

Schlömilch,  Aualysis.  I.  18 
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dO y       sind 

—  =  +  ,  .  =  +  cosO, 

ö«  1/a?«  +  y» 

mithin  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Znsammen- 
sdehung  ^  f 

o  X 

=  /iri"-i[cos(/i  —  l)e  +  tstn(/i  —  1)6] 
d.h. 

3)  m^ +^iyy]  ^  ^^,^  ,^yu^.^ 

Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

4)  g — ^^^  =  tp^x  +  ty)f*-\ 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Differentiation 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszuführen  ist,  als  wenn 
i  ein  reeller  Coeffident  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.  Durch Djfferentiatkm  der Glwflinwig 

«*  ^^  ==  c*  cosy  -f  ie'simff 
erhält  man  augenblicklich 

6)  -^ =  fcosy  +  ie^smy  =  f^^ 

ox  I 

6)  — —  =  —  «»«my  +  tVeosy  =  fc*+^; 

wie  mau'  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestört. 

Der  Logarithmus.     Die  Formeln  6)  und  7)  in  §.  56  können 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

WO  C  eine  von  £  und  i}  unabhängige  Grösse  bezeichnet;  daher  ist 
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dLil  +  irj)  _  _J 1?       _  1-11? 

•'  81  S»  +  i?»         1*  +  «?»       !»  +  >?» 

—       ^ 

«V       8L(l+ti?)  _    1?     ,  ._J_  _  itzii. 
^  dv      ""  I»  + 1?«  "^  I» + 1?»  ~  I*  + »?» 

.    1 

Auch  hier  geschieht  die  Differentiation  ebenso,  als  wenn  i  reell  wäre. 
Die  trigonometrischen  Functionen.     Aus  der  Gleichung 

s/w(a?+  ty)  = sinx  +» r cos« 

erhält  man 

8sin(a?4-t»        e^  +  e^^  ^y— g-y   , 

9)  ^ ^  = cosx  —  f T sma; 

=  co5(aj  +  t», 

10)         ^ — -  = stnx  +  t — ~ cosx 

dp  2  '  2 

=  ico8(x-^iy)- 

Für  die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  ist  ebenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiationsregeln  ungeandert 
bleiben. 

Die  cyclometrischen  Functionen.  Setzen  wir,  wie  in 
§.  57,  Nro.  4)  ' 

Ärcsin  (|  -f  irj)  :=  a?  +  ty , 
wobei  zwischen  x  und  y  die  Gleichungen 

e'  +  c-y  .  ^       e^  —  e-y 

stnx  =  i^ cosx  =  71 

stattfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  { 
folgende  drei  Gleichungen 

--.  8iircsm(g  +  iiy)         dx  dy 

^^^  81  ~  81  "^  'W 

ey-f-e-f  a/p    ,    e^  —  e-y  .       8w 

.     — T-'''^^  +  — 2— ''^^W  =  ^' 

e^  —  e-y  .       8a;    ,    cy  +  c-y  dy 

2— ^^^8?  +  — 2— ""'^  81  =  ^• 

18* 
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Ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhalt  man 

dx_ ^ \(ey  -\- e-9)  cos X 

8f  ""  [^(e9  +  e-»)cosxy  +  {\(ef—e-9)8inxy' 

dy |(ey  —  e~^^)sinx ^ 

^f  ~ ^l^ie9  +  e-9) cos x]^  +  [|(ey  — c-Osma?]*' 

Bubstitoirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11}  und  berücksich- 
tigt die  Relation 

P  +  ig  _       1  . 
pi  +  qi        p  —  iq' 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 

d  Aresin  (|  -f  irj) 1 

ä|  l(e9-]-e-9)cosx  —  il(e9  —  e-f)sinx 

_  1 1 

~  cos(x  +  iy)  ~  Vi— sm8(x  +  fy) 
oder 

dArcsin{^-^iri)  __  1 

^S  Vl-(f  +  »i?)»' 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 

^n  Vl-(l  +  ti?)»' 

es  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  zur  Differentiation  des  arcus 
sinus  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometri- 
schen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialquotienten  complexer  Aus- 
drücke erreicht  man  häufig  den  Vortheil,  verschiedene  Differential- 
quotienten unter  einen  gemeinschaftlichen  G^chtspunkt  zu  bringen. 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

darctan— —  =    ^  ,  \ — dx 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden;  setzt  man  nämlich  in  der 
ersten  iß  für  /3,  so  wird 

d.  L  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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idfarctan-^  +  2hx)  =  i         ^       dx, 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  übereinkommt. 

Dass  der  Gebrauch  complexer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickelung 
höherer  Differentialquotienten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

a»  +  /32a?2         2i\ßx  —  ia        ßx  +  iaj 

erhält  man  durch  m- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

n^{       «       \      (-l)'^1.2...n>/3">c  1 l__j 

\a^Jtß^xy~  2ia  |(/3a;— ta)"»+i     (ßx+itt)^\V 

Um  die  imaginären  Ausdrucke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 

ßx  +  ta  =  r(cosd  +  isinß) 

r  =  V  ß^x^  +  a^t       0  =  arctan-x—i 

p  X 

es  wird  dann 

(/3flj4-ta)"»+i  —  (ßx  —  ia)^-^^ 

=  r'»  +  i[cös(in+l)ö  +  tsm(ni  +  l)0] 

—  r~+i,[cös  (»1  +  1)0  —  tstn(w  +  l)0] 

=  2«r"»+ism(m+  l)ö===2iXa*  +  /5»a?«)"^^~"*'^^smr(w4-l)arc^^^ 
mithin 

8in\  (m  +  1)  ardan  3— 

1*)  ^"'(^5T?^)=(-i)'"»-2-3-'»^'" 


(o»  4-  ^»x»)'»^"'^" 


Ans  der  identischen  Gleichung 

a^^ßi^i        2i  \/3a;  — «a  ^  ßx  +  iaJ 
erhält  man  nach  derselben  Methode 

eos\  (m  +  1)  arctan  -g- 1 


(aa  +  iS«««)« 


•   •   •  • 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a  =:  /J  =  1,  «•  =  n  —  1  und 
berücksichtigt,  dass 

D*""M      ,     gj  =  D^ardanx 

ist,  80  kommt  man  auf  dasselbe  Besnltat  zurück,  welches  in-§.  14, 
Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Yerfahren  gefundra  wurde. 

§.  59. 
Potenzenreihen  mit  imaginären  Variabelen. 
Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

^^  J^(l^)  =  }*  +  !*• +  1^*  + 

2)  aretany  =  }y  —  |y*  +  gy*  — 

-1<«<  +  1,      -l<y<  +  l, 

SO  fällt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Reihe  mit  der  zweiten  identisch 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichenwechsel  zu  verschaffen 
wüsste.  Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  a?=  iy;  die  linke 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 

wobei  11  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird;  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1)  geht  über  in 

i(ky  - 1»»  +  b*  - ). 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  ist 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1) 
nur  für  reelle  x  bewiesen  wurde.     Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,   dass 
in  der  That  die  Gleichung  l).fux  x  =  iy  ihre  Gültigkeit  behält. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

X     ,     l    x^     ,    1  .  3  x^     , 


»U'-r         Tff  j         j  23^2,45 


•••••• 


-1  ^x^  +  1,       -  1  ^y^  +  1, 

deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann,  der  in  §.  47 
zur  Entwickelung  der  Reihe  für  aresin x  eingeschlagen  wurde;  auch 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x  =  iy  die  erste  Reihe  in  die 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  ima- 
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ginäre  x  richtig  bleibt,  w6nn  deren  Modulus  die  Einheit  nicht  über- 
schreitet. 

Behufs  einer  dritten  Anwendung  gehen  wir  von  dem  leicht  be- 
weisbaren Satze  aus,  dass  ein  Product  von  der  Form 

(1  +  a,  x)  (1  +  «2«)  (1  +  «8») » 

völlig  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

1  +  Cix  +  Cjx«  +  CzX^  + 

fuhrt,  worin 

Ci  =  «i  +  «2  +  «a  +  «4    + » 

-f-  «8^4  4"  •  •  •  *! 
U.  6.  W. 

und  überhaupt  jeder  Coef&cient  nach  einem  bekannten  combinatori- 
Bchen  Gesetze  gebildet  ist.     Demzufolge  hat  man  z.  B. 


•    •    •  • 


=  1  4-  Ciflj  +  C^x^  +  Csx^  4- 

und  für  den  ersten  GoefHcienten 

^         »2  Vi»    ^    22    ^    32    ^    4«    ^         / 
und  nach  §.  50, 

Auch  die  übrigen  Goefficienten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 
man  nämlich  x  =  —  e^  und  multiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung 
3)  mit  jer,  so  erhält  man 


IB 


V      VnV  y      2^7CV  V      S'äV 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


=  ir  —  de^  4-  C2J6?»  —  Gzz'^  + 
und  hier  ist  die  linke  Seite  identisch  mit  sine  (§.  49  Formel  16), 
mithin  muss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreihe  übereinstimmen, 
woraus  folgt 

^^  =  1:2:3'       ^  =  1.2. ..5'       ^"=1727^7''*^ 
Aus  Formel  3)  wird  jetzt 

\    ^  l*jr«/  \    ^  2» W  \    ^  3»»V 

-  1  +  -^-  +       ""        +  —^1—  + 
~~      ^  1.2.3  ^  1.2. ..6  ^  1.2.. .7  ^ 


•    •  • 


i 
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und   8war  gilt  dies  fiür  alle  reellen  x.     Setzt  man  o;  =  -|>  9*  vatd 
4paltiplicirt  beiderseits  mit  y,  so  geht  die  Reihe  über  in 


•  •  •  • 


^  ^  1.2.3  ^  1.2. ..5  ^  1.2. ..7  ^ 

~        2 

und  man  hat  daher  die  Gleichong 

welche  leigt,  dass  das  unendliche  Prodnct  für  sin  e  auch  in  dem  Falle 
richtig  bleibt,  wo  b  durch  die  imaginäre  Yariabele  t  |f  ersetzt  wird. 
Gans  fihnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 

man  gelangt  n&mlich  su  der  Formel 

weldie  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cos  jr  auch  im  FaUe 
9  =  f  |f  richtig  bleibt 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  uimlichen  Transforma- 
tionen anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlidiai  Producten 
filr  srii#  und  rQ5#  ausgeführt  wurdoi.  Nimmt  man  nerst  die  Lo- 
garithmaü  und  differoizirt  nadiber  in  Bexidumg  auf  tf^  so  erhält  man 


6) 


e»  —  e-9 

1      ,  2jr  ay  2sr 


T) 


S) 


9         (1«)*+»»    '    V2»)*  +  J»»    "    (3«)*  +  f«  ^ 

<*  —  «-* 


») 
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dieselben  Kesultate  ergeben  sich  aus  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  50  durch  Substitutition  von  e  =  iy. 

Verwandelt  man  ferner  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten- 
zenreihen, so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

10)  '"  +  '-* 

e*  —  e~i' 

y    ^    1.2  ^        1.2. .4^    ^  1.2. .6^  ' 

—  ^  <y<  +  3r, 

ey  +  e-y 

2^(22-^l)P,  24(2^-1)^3  2H2«~1)^5     e 

1.2  ^  1.2. .4      ^  "^       1.2.. .6      ^ 

2 

ey  —  e~y 


11) 


12) 


=    1        2(21-1)^,  2(2»-l)J93      _  2(25-1)^ 

y  1.2         ^  ^       1.2. .4      ^  1.2.. .6     ^  ^ 


13) 


—  Ä  <y  <  +  ^1 

2 


e'-f-  e 


— y 


=  1  -  Ay»  +  .^^y*  -  T-^y«  + 


•  •  • 


1.2''      '    1.2. .4^  1.2..6''      '  ' 

darin  bedeuten  Bi^  Bs,  B^  etc.  die  B  er noulli 'sehen  Zahlen,  r^,  t^^ 
Vq  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
meha  29),  30),  31)  und  24)  in  §.  50  auch  für  z  =  iy  richtig  bleiben, 
wenn  y  auf  dasselbe  Intervall  wie  z  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mae-Laurin  auf 
complexe  Yariabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
unter  denen  die  Gleichung 

/(«>  +  iy) 

=/(o)  +'^(x  +  i}f)  +  4^(^  +  »y)'  +  •  •  •  • 

gültig  ist ;  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen. 


Cap.  IK. 

Die  Zerlegung   rationaler   algebraischer  Functionen  in 

Factoren  und  Partialbrüche. 

§.  60. 

Der  Fundamentalsatz  der  Lehre  von  den  algebraischen 

Gleichungen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  der 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Wurzeln 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daher 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich- 
falls stattfindet.  Die  Theorie  der  imaginären  Zahlen  macht  eine 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  eine 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  c^ ,  Ci ,  C2 »  •  •  •  c«  gegeben 
ist  und  die  Zahl  q  grösser  als  jeder  der  Quotienten 

, ,  •  •  •  •  

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 

leicht  die  folgenden  ableiten 

diese  führen  noch  zu 

c*  +  iw*  +  i  +  c*  +  2«'*+*  +  .  .  .  .  -f  CnW 
<  CtW^iqw  +  q'^w^  + +  g"«;»), 
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worin  w  eine  beliebige  positive  Variabele  bezeichnet.  Wählt  man 
letztere  <  _,  so  wird  qw  <,  l  und 

qw  +  q^w^  +  •  •  •  +  a^w" 

<  i  +  a)'  +  ®'  +  •  •  •  •  i^  i^f-. 
wobei  die  Summe  rechter  Hand  =  1  ist.     Die  nunmehrige  Unglei- 
chung 

enthält  folgenden  Satz:  in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 
Reihe 

Co    +  CiW  -f  C2iO^  + +   ^nW'** 

lässt  sich  w  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Term  c^  w*  mehr 
betragt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  —  Sind  die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ,  so  kann  man  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  reduciren  und  dann  bleibt  die  Schlussweise  dieselbe.  Man 
ersieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  w  das  Vorzeichen  der 
Summe 

CtW^  +  C*  +  iW*  +  ^  +  '•••  +  CnW;" 
mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 
Wir  betrachten  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 

1)  f(x)  =  oe  +  aiic  +  o^a?*  +  •  •  •  +  ««a?*», 

welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  nten  Grades 
zu  nennen  pflegt.  Setzt  man  für  x  die  beliebige  complexe  Zahl 
u  -f-  iVy  so  stellt  sich  /(a?)  =f(u  +  iv)  unter  die  Form  M  +  *-^» 
wo  M  und  jV  ganze  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Die 
Norm  von  M  -\-  iN,  d.  h.  der  Ausdruck  M^  -\-  N^,  kann,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  beliebig  gross  gemacht  werden,  wenn  man  u  oder  v 
oder  u  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  dagegen  kann 
M^  4"  ^^  niemals  negativ  werden,  und  folglich  hat  dieser  Ausdruck 
ein  Minimum,  welches  entweder  =  0  oder  ^  0  ist.  Welcher  von 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M^  -\-  N^  selber  bezeich- 
net werden  soll  und  u  -{-  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
for  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  q  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
w  eine  beliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  l)  x  =  ti  -|-  iv 
■]'  gto  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  f(u  +  iv;^Qw)  =  P  +  iQ, 

dessen  Norm  P*  -|-  Q^  ist.     Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 

3611  von  QW  ordnen,  indem  man  u  -{-  ^^  ~l~  QW  ^s  ein  aus  u  -^  iv 
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und  Qic  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u  -{-  iv  '\-  Qw  mittelst  des  binomischen  Satzes  «itwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

f(u-\-iv-\-  Qw)  =  M+iN+  (Ml  +iNi)QW  -f-  .  •  .  . 

•  .  .  •  +(2i„  +*.ZVn) (>*»«;", 

worin  Mj  N  die  vorige  Bedeutung  haben,  und  JMi,  JVi,  JMi,  J/i, 
.  .  .  Mn,  Nn  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
M]t  und  Nt  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Functionen 
bedeuten;  es  ist  dann  "^ 

3)  /(u  +  iv  +  Qw) 

=  M+  «jV'4-  (Mjt  +  iNt)  ^*w*  +  .. .  4-  (2fn  +  iNn)  ^"tt^". 

Für  Qj  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

L  L  '  L  L 

9  =  (+l)*.      9  =  (-l)*,  p  =  (4-0*.  ?  =  (-*•)*. 
welchen  die  Werthe 

(>*=  +  !,        9*  =  —  1,  (>*  =  +  *,  p*  =  —  i 

entsprechen;  bezeichnet  demnach  s  eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits  9*  =  5,  mithin 

f(u-\-  iv  -\-  Qw) 
=  M  +  sMiW^  -|_  .  .  .  .  -f-  i{N -\-  sITkto*  +  •  •.  •  •), 
andererseits  9*  =  si,  folglich 

f(u  +  iv  +  Qw) 
=  M  —  ßJVt  w*  -}-....  -|-  i(^4-  C-Miw*  +  •  •  •)     ' 
gemacht  werden.      Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  für  die  ge- 
nannten Fälle 

P2  +  ^2  —  M*^  -^  N^  +  26(MMjt  '{'NN'k)t€^  + 

P2  +  Q2:=M^  +  N^  +  2B{NMk  —  MNjt)w^  + , 

demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

P2  _|.  Qi  —  (jf2  ^  ]S"2)  =  2e(MMt  +  NNm)w^  + 

als 

p2  ^   Q2  ^  (JJf2  ^  JV2)  =  2B(NMjt  —  MN't)w^  + 

zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  w  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  s  das  hierzu  erfor- 
derliche Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung,  dass  M^  +  N^y  das  Minimum  der  Norm  also  P^  -|-  Q^ 
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—  (M^ -\- N^)  positiv  sein  soll,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
dann  auf,  wenn  gleichzeitig 

MMt  +  NNt  =  0,  NMjt  —  MNt  =  0 

ist.     Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

und  da  mI  +  N^  nicht  =  0  ist,  so  muss  M^  +  N^  =  0,  d.  h. 

M=  0,  jV*=  0,  mithin  auch  f(u  +  iv)  =  0  sein.  •  Demnach 
existirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  x  =  U'\-iVi 
für  welchen  die  ganze  Function/.(a;)  verschwindet. 

Bezeichnet  ri  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
ist/(ri)  =  0,  mithin 
f(x)  =f(x)  -/(ri) 

jeder  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
durgh  X  —  Ti  ohne  Rest  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 
f(x)  =  (x  —  ri)  [ai  +  a2((x>+ri)-^as(x^  +xri+r^)  +  •  •  • 

•••  +  a„(a?«-i  + +  rp')] 

+  («2  +  «an  +•'•'  +  »n^i  "  V 

+ +  anx»-^] 

oder  unter  Benutzung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

f(x)  =  (rc  —  n)  (6o  +  hx  -\- -I-  6„_ia;»-0. 

Der    zweite   Factor    rechter  Hand    ist    eine    ganze  Function 
(n  —  l)ten  Grades,  die  wir  mit  /i  (x)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)  =  (a?  — rO/i(aj). . 
Von  der  Function  /i  (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz ,  dass  sie  für 
einen    gewissen.  Werth  x  :=  Tq    verschwinden  muss;    hieraus    folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

Mx)==(x  —  r2)f2(x), 

wo  /a  (x)  eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  bedeutet.  Auf  die- 
sem Wege  fortgehend,  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung 

und  darin  ist  /„  (x)  vom  Grade  n  —  n  =  0,  d.  h.  eine  Constante  C 
Durch  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 

f(x)  =:  anX""   +  an_ii»«-l   +   -  '  '   -^  ttiX  +  Oq 

=  G(x  —  Vi)  {x  —  ra)  . .  .  .  (a?  —  r») » 
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worin  C  =  a^  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  diö  Weise  erkennt,  dass 
man  beide  Seiten  durch  x^  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendliche 
wachsen  lässi     Die  Gleichung 

4)  f(x)  =  an(a;  — ri)  {x^-r^)  .  .  .  (a?  — r«) 

zeigt,  dass  f(x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  einen 
der  Werthe  n,  r2,  .  .  .  rn  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jede 
algebraische  Gleichung  nten  Grades  [f(x)  =  0]  hat  n  Wur- 
zeln*). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zur  nähe- 
rungsweisen Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  weil 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  ande- 
rerseits, weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  for 
algebraische. 

Um  einen  reellen  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  die  Gleichung 

fix)  =  0 
befriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  N^erungswerthe  x^  und  x^  der 
Art,  dass  die  Functionen /(ä), /'(a;), /"(a;)  endlich  und  stetig  bleiben 
von  x  =  Xi  bis  x=  X2j  und  dass  /(«j)  und  /{x^)  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben.  Denkt  man  sich  x^  und  j/i  =  f{Xi)  sowie  X2  und  2^2 
=  fi^z)  als  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten der  Abscissenachse  liegender  Curvenpunkte  Pi  und  P2,  wobei  OMi 
=  Xi,  M^Pi  =  yi,  OM2  =  ÄJg,  M2P2  =  1/2  sein  möge,  so  wird  die 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f{x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen  Äi 
und  M2  in  einem  Punkte  M  schneiden,  dessen  Abscisse  OM  das  ge- 
suchte X  darstellt;  auch  existii*t  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wenn 
die  Curve  von  Pj  bis  P2  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwährend 
fallt,  d.h.  wenn  f'{x)  innerhalb  des Intervalles  x  =  Xi  bis  x  =  X2  sein 
Vorzeichen  behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  f"(x)  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichenwechs^l  erleide,  so  sind 
hinsichtlich  des  Verlauf»  der  Curve  von  Pj  bis  P2  nur  vier  Möglichkei- 
ten vorhanden :  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  oder 
sie  föllt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  fallt  convex  oder  steigt  con- 
cav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  f'{x)  und  f"(x)  gleiche  Vor- 
zeichen; wir  ziehen  dann  die  Sehne  P1P2}  welche  die  Abscissenachse 
im  Punkte  S  schneiden  möge,  legen  an  P2  die  Tangente  P2^2)  ^^^ 
haben  in  beiden  Fällen 

08  <  0M<  OT2 

d.  i. 

Im  dritten  und  vierten  Falle  sind  f'{x)  und  /"(a;)  von  entgegenge- 
setzten Vorzeichen ;  wir  legen  dann  an  Pj  die  Tangente  Pj  jT^  ,  ziehen 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

OTi  <  OM  <  08 
d.  i. 
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Wenn  die  Coeflßcienten  Oq  ,  «i ,  •  .  .  «n  reell  sind  und  x  = 
u  -\-  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  bedeutet, 
8o  genügt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  Werth 
X  =  u  —  iv,  wie  man  aus  den  über  f(u  -\'iv-\-  Qw)  angestellten 
Betrachtungen  leicht  erkennen  wird ;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paar  weis  vor.  Ist  nun  z.  B.  ri  =  A  -|-  ift  und  die 
coigugii*te  Wurzel  rj  =  A  —  «^,  so  können  die  beiden  complexen 
Factoren  x  —  ri  und  x  —  r2  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(a?  —  A  —  ift)  (a?  —  A  + 1»  =  (x—  Xy  +  ^i^. 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  rn  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f(x)  =  o?**  —  1  dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  a;**  —  1  =  0  aus  §.54  bekannt 
sind.     Man  erhält  fär  gerade  n: 

5)  a?»—  1 

=  (a:— 1)  (x  +  l)(x^'^2xcos—  +  l)  (x^^2xco8^  +  l\ 


1x^—2x008^ —  +  ^)  . 


dagegen  für  ungerade  n: 

€)  'x* 


=  («—  1)  fa?»  — 2«cos 1-  ij  fa?*  — ?a;oös 1"^)  *  '  * 

((n—  l)n  ,    \ 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  x*  ■\-  l  -=  0  gelangt  man  zu 
analogm  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

7)  »••+1 


=  (a?2  — 2a;cos  — f-lj  fa?^  — 2a?cös- |-lj  •  •  • 

•  •  •  (a?* — 2xco8 ^ — 1-1  1  , 


•  t 


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem /'(a;)  und/" (a;)  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
oder  B)  neue  und  zwar  genauere  Näherungswerthe. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren* 
zen»  zwischen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen. 


•  •  • 


•    •    •    • 
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und  für  ungerade  n: 

8)  ««  +.  1 

=  (a;+l)  (x^---2xco8^+l^(x^-'2xco8—  +  lJ 

Diese  vier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wenn 
man  einen  mit  dem  Radius  =  1  beschriebenen  £reis  in  2n  gleiche 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbin- 
det, welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehenden 
Durchmesser  um  x  vom  Centrum  entfernt  liegt. 

§.  61. 
Die  Zerlegung  acht  gebrochener  Functionen. 

unter  einer  gebrochenen   rationalen    algebraischen  Function 

versteht  man  einen  Bruch  v.\  .  ,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 

F(x) 

Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebrochen,  wenn  der  Nenner  von 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle  nennt  man  sie 
unächt  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  man 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren,  bis  ein  acht  ge- 
brochener Rest  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebro- 
chene Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  acht 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  acht  gebrochenen  Functionen  ist  wieder 
eine  acht  gebrochene  Fimction,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  das 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  B« 

3  2x     _    6x^'-2x  +  S 

a?— 1  "^  a?2_  1  —  (a;__  1)  (a;'2  +  1)  ' 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  um- 
gekehrt wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  acht  gebrochene 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Par- 
tialbrüche, zu  zerlegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  uns 
vorerst  den  Nenner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

F(x)  =  C(x~-ri)  (aJ  — r2)  ....  (a;  — r«) 

und  nehmen  (/=  1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  liegt, 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochenen 
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Function  durch  den  CoefQcienten  der  höchsten  im  Nenner  vorkom- 
menden Potenz  dividiren  kann.  Da  «möglicherweise  mehrere  der 
Wurzeln  ri ,  r2 ,  .  .  .  r„  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen, 
es  seien  vorhanden  a  Wurzeln  jede  =  a,  ß  Wurzeln  jede  =  6  u.  s.  w.; 
es  ist  dann 

1)  F(x)  =  (a;  — a)«  (x-''b)ß  (jr  — c)/  .  .  .  (a?  — fc)*, 

und  die  Grössen  a,  l>,  c,  .  .  .  %  sind  jetzt  sämmÜich  verschieden.  Der 
Zähler  der  gegebenen  Function  heisse/(aj);  sein  Grad  ist  <^  n. 

Für  dÄn  Augenblick  sei 

2)  0(x)  =  (x  —  h)ß(X'--c)y (x  —  ky, 

mithin 

3)  F(x)  =  (x  —  a)«  a>(a;), 
femer 

4) 


^— *(o)'  /iW—        ^_„ 


es  gilt  dann ,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  Ä  und  /i  (x) 
sogleich  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 

fi^  /(^)        _      Ä  A(x) 

und  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  0(x) 
den  Factor  x  —  a  nicht  enthält,  so  ist  ^(a)  von  Null  verschieden, 
mithin  A  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Femer  hat  man  zufolge 
des  Werthes  von  A 

M  -  H  <^(^) 
/'(-)  = 7^ •. 

der  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  X  und  verschwindet  für  a;  =  a;  eben  desswegen  lässt  sich 
diese  Function  ohne  Best  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
der  Quotient,  d.  h. /^(a;)  eine  ganze  Function  von  x.  In  der  Glei- 
chung 5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
acht  gebrochene  Function  in  zwei  acht  gebrochene  Functionen  zer- 
legt werden  kann,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  Urfunction,  während  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
Einheit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
zweite  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 

Schlömilch  Analysis.  |9 
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m 

•(a?  — a)«  cP(a?) 

^^  -  ^(^  '         «^^  (^) ^IT^ ' 

es  erhellt  augenblicklich,    wie  dieses  Verfahren  fortgesetzt  werden 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muss : 

%\  /W  ^       A  Ai 


+  ?^  + 


x  —  a    '     <P(ir) 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

W{x)  =  (x  —  c)y  .  .  .  .  (x  —  ky, 
80  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

0(x)  ~  (x  —  b)ß  ^(x)  ' 
mit  dieser  acht  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselben 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem   man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichuug 

^  F(x)  ~  (aj  — a)«  "^  (ic  — a)«-i  "^  J  ä;  — a 

"t-  (aj  — i,)iS  -1-  (aj  — 6)i»-i  "^             '^  x—b 
+ 

4-  —£—  H ?^ + +  ^flul ': 

^  (x—ky  ^  (X'-ky-^  ^  ^  x  —  k 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung 
acht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  auf 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  A,  Ai,  .  .  .  -4«—!,  B,  Bi  etc. 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhin 
angedeuteten  Operationen  unmittelbar  finden,  doch  ist  dieses  Ver- 
fahren so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  ojQfenbar,  allen  auf  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenner 
(x — a)"(flj — h)^...(x — k)^=F(x)  zu  verschaflfen  und  dann  die  Zähler 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f(x)  und  dem  rechts  zum 
Vorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseits 
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gleich  hohe  Potenzen  von  x  gleiche  Coefficienten  besitzen;  man  er- 
hält damit  a  -f-  /3  -}-  •  •  •  +  ^c  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
stimmung der  eben  so  viel  Unbekannten. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 

9aj2  —  3a;  -f  8 
ajs  —  x^  —  X  -\-  1 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  x^  —  x  -\-  1  sind  a5=  -j-  1» 
jr=4-l»^=  —  1,  daher  ist  x^  —  x^  —  a:  -|-  1  =  (o?  —  1)« 
(x  -|-  1)  und 

9x^  --  3a;  +  8     _  9a?^— -  Sx  +  8 
x^  —  x'^  —  X  +  1  "~  (a?  —  1)2  (a?  +  1) 

"T  z — r  "r 


(aj— 1)2    '    a;  — 1    '    a?4-l 

Nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  (x — 1)2  (x  -}-  1)  hat  man 
die  beiden  Zähler 

9a;2  —  3aj  -f  8 
=  (^1  +  ^)  a;2  +  (^  —  2  ^)  a;  +  (^  -  ^1  +  B\ 

deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 

Ai+B=9,        ^  —  25  =  —  3,         Ä-'Äi+B  =  Si 

man  findet  hieraus  ^  =  7,jii  =  4,5  =  5,  mithin 

9a;2  — 3a?  +  8    _        7         ,        4       ,        5 

+  Z 7  + 


aj3  — rc2— aj-f-l        (a?— 1)«    '    a;— 1    '    a?  +  1 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Partialbrüchen  würde  auch  die- 
ses Verfahren  sehr  weitläufig  werden;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigen. 


§.  62. 
Die  Zähler  der  Fartialbrüche. 

Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  wo  ce  =  /3 
=  y  =  .  .  .  =  X  =  1  ist,  also  der  Nenner 

1)  F(x)  =z  (x  —  a)  (x  —  h)  (x  —  c)  .  .  .  .  (x—k) 

'keine  gleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 


F(x)         X  —  a       X  —  h        X  —  c  x  —  k 

19 


Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form  ^   ^ 
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3)  J^  =  .J-  +  -3^  . 
'  F(x)         x—a^    0(x)  ' 

WO    -        die  Summe  aller  übrigen  Partialbrücbe  beseidmei  oad 

0(x)  =  (aj-  6)  («  —  c)  .  .  .  («— Jfc). 
mithin 

4)  Fix)==(x-a)^(x) 

ist    Durch  Mnltiplication  der  Gleichungen  3)  und  4)  eriialten  wir 

fix)  =  A0ix)  +  (x-a)g>ix) 
und  für  «  =  a 

/(a)  =  .l*(a)oder.l  =  -^. 

um  ans  dieser  Gleichnng,  welche  mit  Kro.  4)  des  Torigea  Para- 
gn^hen  übereinstimmt,  ^(d)  zu  entfernen^  di£forensireii  wir  die  Gki- 
ehung  4),  wodnrdi  entsteht 

JF'W  =  (x-a)  4>'(x)  +  *(x), 

und  nehmen  auch  hiers  =  a;  dies  giebt 

F'ia)  =  *(a). 

mithin  nach  dem  Vorigen 

Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  gmu  analog 
gestalten  und  es  ist  daher 

Als  Beispiel  dioae  die  Zeriegong  des  Bruches 

x^— 7 
x»-f  2x«— 5x  — 6  * 

Der  Nenner  desselben  Terschwindet  für  jr  =  —  l,x=:-J-2, 
*  =  —  3  und  ist  daher  =  (r  -L  i^  ^x  —  2)  (x  +  3);  dieZerlegung 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

X*— 7  A      ^     B       .       C 


x*J-2x*  — 5x  — 6        x-^1        X  — 2        x-;-3 
Hi«  ista  =  —  l,ö=  +  2,f=  —  3, 

/^x)  =  xJ—  7.  F'vx)  =  Sxi  +  4x  —  5, 
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/(+2)  -   3 


B  = 


1 


F'(+2)         +15   ~"        »' 

F'(— 3)  —  +10  ~  "*"  *' 
und  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 

ä;2  — 7  1  11,11 


rc3+2aj2— 5a:  — 6        x -\- l        5      x  —  2    '     5     a?4-3 

Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  bleibt  im  Wesent- 
lichen ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  &,(;,...  ^ 
complex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnungsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  für  reelle  und  complexe  Zahlen.  Will  man  aber 
den  Uebelstand  vermeiden,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grössen  vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
zwei  solche  Partialbrüche  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  con- 
jugirte  complexe  Wurzeln  enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläutern, 
wollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F{x)  =  0  habe  nur 
zwei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  coojugirt  und  von 
den  Formen  • 

a  =:  jp  +  tg ,         h  =  p  —  ig. 
Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 

7)^  = ^ -i-—^ +_^  +  . ..  +  _£_, 

F{x)         X — p  —  ici    '    X — 1>  +  «3        X  —  c  X  —  Tc 

und  darin  ist 


Die  vollständige  Entwickelung  von  A  führt  zu  einem  Werthe 
von  complexer  Form  etwa 

da  sich  aber  A  und  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  %  unterscheiden, 
so  muss  B  den  conjugirten  Werth 

5  =  Jf  —  tiV^ 
besitzen.    In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrüche 
zusammenziehen ;  der  gemeinschaftliche  Nennctr  wird  (o?  — i>)'  +  €^^ 
im  Zähler,  kann  man  zur  Abkürzung 

2Jlf=P,         —  2(Jlfjp  +  jV2)=  Ö 
setzen  und  erhält  dann 

^'         Fix)    ~  (x—py  +  q^^  x  —  c  ^         ^  x  —  k 
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Die  beiden,  zu  conjugirten  Wurzehi  gehörigen  imaginären  Par- 
tialbräche  liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbmch  mit  qua- 
dratischem Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paar 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  conjugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  .die  Zerlegung  des  Bruches 

7a?~3 

x^  —  Sx^  +  x+6* 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  3  ic*  +  «  +  5  sind  x  = 
2  -|-  i,  X  =  2  —  i,  X  =  —  1,  mithin  wird  die  Zerlegung 

7a?— 3  Ä  ,  B  ,        C 

1  +  Z 'ft   I    »  + 


x^'-Sx^  +  x  +  b       aj  — 2  — i    '    Ä— 2-fi    '    ä+I 
Hier  ist 

a  =  2  +  f,         h  =  2  —  i,        c  =  —  1, 
f(x)  =  7ic  —  3,         F'(x)  =  3a?2  —  6a?  -f-  1, 

^- F(2qpi)  -  =^lT6i  ■" »  ~    ' 

^  — j^^'C-i)-  +10  -.     ^' 

folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7a;  — 3 \—2i  |  +  2i  1 


7  + 


a;3  — 3a;2-f-a?4-5.      x  —  2'—i    '    x  —  2  +  i       x  +  1 

d.  L  bei  Zusammenziehung  der  beiden  ersten  Partialbrüche 

7a?  — 3  a?4-2 1__.  ^ 

a?8— 3a;2  4-a?4-5        a?«- 4a?+5        a?+  1  ' 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

/pm— 1 


a?«— 1  ' 
worin  m  und  n  ^  m  —  1  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  '9' ,  so  hat  die  Gleichung  a;**  —  1 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Wurzeln 

a?=4-l>         a?  =  —  1 
und  n  —  2  complexe  Wurzeln,  welche  aus  den  Formeln 

X  =  coshd'  +  isinhd'y        x  =  coahd'  —  isinh^  \ 
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dadurch  erhalten  werden,  dass  man  7i  =  2,  4,  6  .  •  .  .  n  —  2  nimmt 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle 

/(a;)  =  a;"»-i,    F(x)  =  x""  —  1 ,        F'(x)  =  nx""-^; 
die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Partialbrüche 

1        1  (—1)"»      1 

n  X —  1  n     a?  +  1 

Femer  giebt  die  Wurzel  x  =  cosh^  ■■{-  isinhd^  einen  Partial- 
bnich,  dessen  Zähler  ist 

(coshd^  4-  isinhff)^^^ cosh(m  —  n)d'  -\-  isinh(m—n)d' 

n(cosh9'\-isinhd'y^^  n  ' 

wobei  der  Moivre'sche  Satz  benutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  n^  =  X  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erhält  man  ein- 
facher 

_       coshmd'  4-  isinhmd' 

B=z ; 

n 
die  Wurzel  x  =  C08h%  +  isinh%^  giebt  also  den  Partialbruch 

1     C08hm%'  4-  isinhmd' 
n  X  —  {coshd'-\-  isinhd") 

Der  conjugirten  Wurzel  x  =  coshd'  —  isinkd"  entspricht  der 
conjugirte  Partialbruch 

..  1     coshmd' — isinhmd' 
n  X  —  (coshd  —  isinhd)* 
beide  Partialbrüche  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 
2  (x  —  coshd) coshmd  —  sinhd sinhmd 
^^^  "n  x^— 2x coshd -{-1  ' 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
wendungen wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Biiiche  nebst  den 
Brüchen  summirt,  welche  aus  Nro.  10)fÜrÄ  =  2,4,6,...n —  2 
hervorgehen ;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (2J)  ist  also  für 
gerade  n: 


Xn — 1  fix — 1  n       x-\-l 

2   T;;~^(x  —  coshd)coshmd  —  sinhd  sinhmd 
"^  TT  ^  x^  —  2xcoshd-\-  1  • 

Ä  =  2 ,  4 ,  6 ,  .  .  .  .  .  w  —  2. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  «"  —  1  =  0 
olgende 
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x=+  1, 

X  =  coshd'  -|-  isinh^,        x  =  coshd'  —  isinhd'^ 

Ä  =  2,4,6,...n  —  1; 

die  Rechnung  unterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigen, 
dass  die  Wurzel  a;  =  —  1  nebst  dem  entsprechenden  Partialbruch 
wegföllt;  daher  ist  äir  ungerade  n: 
ir«-i  11 


12) 


x^ —  1         n  X —  1 

2   '^  (x  —  cos  h  d)  cos  1i  7n  d'  —  sin  U  0*  sin  h  m  0* 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  .  w  —  1. 
Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches  . 

Xm-l 


aj«-f  1  ' 

wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.  Im  ersten 
Falle  hat  die  Gleichung  ä"  +  1  =  0  nur  complexe  Wurzeln  von 
den  Formen 

X  =  coshd'  +  isinhd'f        x  =  coshd'  —  isitihd, 

7t 

YTO  d  =  —  und  h  =  1,3,  5,... n  —  Izu  setzen  ist.   Der  Wur- 
n 

zel  X  =  coshd  -{-  isinhd  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähler 

cosh(m  —  w) -O"  -|-  isinh(m  —  n^d 

■B  == I 

n 

wofür  man   wegen  ndP*=i  n  und  wegen  des  ungeraden  h  schreiben 

kann 

coshmd  -f-  isinhmd 


B=  — 


n 


Die  beiden   conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  coujugirten 
Partialbrüche    ' 

1     coshmd  A- isinhmd        ,        1     coshmd — isinhmd 

und 


n  X  —  {coshd  -\-isinhd)  n  x  —  (coshd — isinhd)  ' 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.     Damit  gelangt  man  bei  ge- 
raden n  zu  folgender  Zerlegung: 

^      o;»  +  1  ~  TT  -^  x^— 2x coshd -^1  ' 

Ä=  l,3,5,...n  —  1. 
Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  a?*»  +  1=0: 
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OJ  ==  —  1, 
X  =  coshd'  -|-  isinh^^        x  =  coshd"  —  isinh^^ 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  w  —  2; 
die  Zerlegung  geschieht  also  wie  vorhin,  nur  kommt  noch  der  Par- 
tialbruch hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  x  =  —  1  entspricht.   Man 
hat  daher  für  ungerade  n: 

14)       -=^- —  =  5^ — tl 

2  ^sri , — (x  —  co8hd)co8hm^ -\- sinh&sinhm^ 
"^  "n  -^  •    x^  —  2xcoshd'+l  ' 

/*  =  1 ,  3 ,  5 ,  .  .  .  n  —  2. 


§.  63. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  a,  /3,  .  .  .  x  nicht 
sämmtlich  =  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).     Es  sei  r  irgend  eine  der 

CD  (x\ 

Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  Ä;,  und  es  bedeute  Z\  die  Summe  aller  Par- 
tialbrüche, in  denen  r  nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 
lässt  sich  dann  folgendermaassen  darstellen: 

^       F(x)        (x—r)9  ^  (a?— r)?-i  ^      ^  x  —  r  ^    0{x)  ' 
und  zwar  ist  hier 

2)  F{x)  =  {x  —  r)9^{x), 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abkürzung 

3)  JB  +  l2i(aj  — r)  +  B,(a;-^r)3  +  ...  +  12^_i(aj  — r)(?-i=Z 
gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  f{x)  =  X<3>{x)  +  (a?  — r)?9(jr). 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmals  nach  einander  und 
nehmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Xro.  12) 
selbst,  x  =  r  was  bei  X  und  seinen  DiflPerentialquotienten  X',  X" 
etc.  4nrch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
dann  folgende  Gleichungen: 

/(r)    =X,<P(r), 

f\r)  —  XrO"ir)  -f  2X;0'(r)  +  Z;'«P(r), 

U.  B.   W. 
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Andererseits  ergeben  sich  aus  Nro.  3)   folgende  Werthe   von 

Xr  =  R,  Xl.=  \Bu  Z;'  =  1.2JB2,  Z;"=1.2.3123  U.8.W.; 
substituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  bezeichnet 
a^ur  Abkürzung  1.2.3...m  mit  m\  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Gleichungen :  ^ 

(     /(r)    =Äa>(r), 
5)  j     /'(r)  =2J«5'(r)  +rBi0(r), 

(     /"(r)  =  B9"(r)  +  2 .  l'ü,  ®'(r)  +  2'iJi<P(r), 

u,  s.  w. 
deren  allgemeines  Schema  ist 

Man  kennt  hier  0{x),  mithin  auch  <D(r),  ^'(r),   0"(r)  etc.; 
die  Gleichungen  5)  enthalten    daher   nur  die  Unbekannten  B,  Ii\, 
i?2  etc.,  welche  der  Reihe  nach  daraus  entwickelt  werden  können. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

1 

a;3(rr— 1)2  (a;+ 1) 


a?3    '     ic2     '      X      '    (aj— 1)2    '    aj  — 1    '    a?  +  1 
Um  zunächst  A^  Au  A2  zu  bestimmen,  hat  man  A  für  22,  r  =  0, 

und 

<D(rc)  =  (a;— 1)2  (ic-fl)  =  aj8  — ic2_-a.^l, 

<l^'(ir)  =  3a;2  — 2a;— 1,         0"{x)  =  6a:  — 2 
zu  setzen ,  während  /(a;)  immer  =  1  ist     Die  Gleichungen  5)  wei^ 
den  jetzt 

1  =  ^, 

0  =  ^(-l)  +  ^1, 
0  =  ^(—2)  +  2^i(— 1)  +  2^2, 
und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

A—l,     ^1  =  1,     il2  =  2. 
Um  B  und  Bi  zu  finden,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  Ä 
setzt  r  =  1, 

(p(a;)   =  x^{x  -[-  1)  =  o:*  4-  a;^ 
cp'(a;)  =  4a?3  +  3a;2, 

und  erhält 

\  =  B,2  0  =  B.T  +  Bi.2, 

mithin 


Gap.  K.   §.  6a.   Fortsetzung  und  Schlnss.  299 

Zur  Bestimmung  von   G   geboren    endlich    die  Substitutionen 
i2  =  C,  r  =  —  1, 

0{x)  =  a?3(aj  — 1)2; 

die  erste  der  Gleicbungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(— 4)    oder    ü  ==  —  J. 

Zufolge  dieser  Coefßcientenwertbe  bat  man  jetzt  folgende  Zer- 
legung 

1 

ic8(aj  —  1)2  (ar  +  1) 

='+4+4+     > 


aj3    •     ic2     '     X     '    2{x—\y       4(a?  — 1)        4(ä;  + 1) 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
sndert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  Ä;  complex 
ausfallen,  nur  wird  man  das  Imagipare  wie  früher  dadurch  vermei- 
den, dass  man  je  twei  Partialbrüche  vereinigt,  welche  conjugirten. 
Wurzeln  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen,  um  diese  Mo- 
dification  kennen  zu  lernen. 

Wenn  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 

x  +  l 
(a;2  -f  1)2  {x  —  1) 

handelt,  so  zerfallt  man  erst  aj2  -|-  1  in  (a5  —  i)  (x  -f-  0  und  setzt 
dann 

x-}-! a:  +  1 

{x^  +  1)2 (a;  —  1)  ""  (x^iy(x  +  i)^x—l) 
_       Ä  Äi  B  Bi  C 

(rc  — i)2  "^  x  —  i  "^  (x  +  iy  "^  x  +  i  ^  a;  —  1  * 

Die  Gleichungen  5)  liefern ,  wenn  man  f(x)  =  x  -\-  1 ,  ^  f ür 
E,  i  für  r  und  0{x)  —  (x  +  iy  {x  —  1)  setzt,  die  Werthe 

t  1  —  * 

A=j,  A,  =  --^- 

Zur  Bestimmung  von  B  und  Bi  ist  keine  neue  Rechnung  erfor- 
ierlich,  denn  es  würde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
icheiden,  dass  überall  —  i  an  der  Stelle  von  i  und  B  statt  A  stände ; 
aan  hat  daher 

i  '  1  4-  i 

4  •  V  4 

Die  Substitution  r  =  1 ,  B  =  C,  0{x)  =  {x^  +  1)2  giebt 
och  0  =  1  und  daher  ist 
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(x^  +  1)«  (x  —  1) 

=1  r_l_  -  —1-1  ^  1  \}—l  4.  l±il  4.  1  — L 
4  1(0?  — i)»       (x  +  i)U        4  U— t  "^  »  +  fJ  "^  2  a:- 

oder  bei  Znsammenziehniig  der  co^jugirten  Parfcialbrüche 

x  +  l 


(x^  +  l)^        2  ««  +  1    '    2  «  — 1 


INTEGRALRECHNUNG. 


Cap.  X. 

Fundamentalsätze  der  Integralrechnung. 

§.  64. 
Bestimmte  tmd  unbestimmte  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Function  F(x)  und  ihres  Differentialquo- 
tienten FXx)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben,  nämlich  ent- 
weder F'(x)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
wenn  F\x)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differentialrechnung,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung, 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit/(a;),  so  würde  es  darauf 
Jinkommen,  die  unbekannte  Function  F(x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f{x)  der  Differentialquotient  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Gleichung 


1)  F(.  +  S)-Fi.y  ^^^^^  ^  ^ 


d 

benatzt,  in  welcher  q  eine  mit  8  gleichzeitig  gegen  die  Null  convei^ 
fifirende  Grösse  bezeichnefc.     Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

F(x  +  Ä)  —  F(x)  =f(x)  d  +  QÖ, 

Delina^n  darin  der  Reihe  nach 

«  =:  a,  a  +  Äi,  a  -f  öl  +  Äs,  .  .  .  a  +  ^i  +  •  •  •  +  ön-ii 

^Jio.  l>6zeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  Q ,  welche  jenen  Sub- 
ßtitutionen  entsprechen,  mit  pi ,  Q21  '• '  Qn\  auch  wollen  wii*  zur Vej> 
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meidung  jeder  Doppeldeutigkeit  von  f(x)  voraussetzen,  dass  /(«)  weD, 
endlich  und  continuirlich  bleibe  von  a?  =  a  bis  fl?  =  a  -|-  ^i  +  •  • 
•  •  +  ^n— i;  wir  haben  dann  folgende  Gleichungen: 

F{a  +  «0  -  F{a)=f{a)  8,  +  pi  «i 
F(a  +  Äi  +  d,)  -  F(a  +  ä,)=f(a  +  d{)  Ö,  +  q^  «, 
F(a  +  8i  +  ö^  +  d,)^F{a  +  di  +  d,)=f(a  +  d^  +  d,)ds  +  Q,i, 


i^a+«i  +  --+»n)-JFTa+Äi+"+Ä«-i)=/(a+Äi+-+«n-i)««+(»A 
Durch  Addition  derselben  erffiebt  sich 

F(a+  dl  -\-Tj  -\ +  »«)  —  F(a) 

= /(«)  ^1  + /(a  +  «i)  «2  +  A«  +  *i  +  «2)  »3  +  •  •  • 

•  •  •    +  /(«  +  *1  +  ^2    +    •  •  •   +    *n-l)  Ön 
+    (>1  *1    +   (>2  *2    +    P«  *8    +  •  •  •   +   Qn  Sn  • 

Wählen    wir    die  beliebigen  Grössen  Äj ,  Ä2 ,  .  .  .  ö«  so ,    dass   ihre 
Summe  h  —  a  beträgt,  so  ist  auch 

2)  F(h)  -  F(a)  -  [Q^di  +  ^2*2  +  •  •  •  +  Pn««] 

=  /(«)^i  +/(a  +  »i)ff2  +/(a  +  <5fi+«2)«3+ 

•   •  •    +  /(«  +  *1  +  *2    +    •  •  •   +    *«-l)  ^ü« 

Zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  6  lassen  sich  nun  belie- 
big viele  Zahlen  oJi ,  a;2,  % ,  .  .  .  a;„_i  einschalten  und  wenn  die  An- 
zahl der  letzteren  willkührlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  um  h& 
liebig  kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 

051  —  a/  x-z  —  Xij    Xi  —  aji»  •  •  •  •  ^n— 1  —  ^«—3»     ^  —  ^«-1 
so  klein  machen,  als  man  will  *).     Auf  den  vorliegenden  Fall  für 

a;i  —  a  =  Äj ,    x^  —  Xi  =  S^, l  —  Xn^i  =  an 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grössen  ^i ,  ^2,  .  •  •  ^s 
beliebig  verringern  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichung 

^1  H"  ^2  "h  '  •  •  •  4"  ^n  =  ^  —  ^ 
zu  stören.  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grössen  Qu 
Q2,  '  '  '  Qn  der  Null  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoluter 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  k  gemacht  werden  kann. 
Man  hat  also  bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  kleinen  di, 
U2  ,  .  .  .  0|, 


*)  Geometrisch  ist  dies  der  unmittelbar  einleuchtende  Satz,  da» 
man  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  beliebig 
viele  Punkte  Mi,  M2,  -  *  »  Mn-i  einschalten  und  diese  beliebig  nahe 
nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  gross,  als  man  wiU^ 
gewählt  werden  darf. 
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—  ^<Qi<  +  i.,    — X<?2<  +  A,...  — A<9,<  +  A 
£ctIgUch,  weil  alle  d  positiv  sind, 

_  A(«,  -f  Ö,  +  «3  + +  ö,) 

+  HSi  +  d,  +  d»+ +d,) 

oder 

—  A(6— a)<(>i«i  +  Q^di  -\ 1-  ^n ^n  <  +  A(ff— a). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  pi  ^i  +  •  •  •  +  (>n  ^m  ^- 
liebig  weit  verringert  werden  kann,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
und  jedes  d* unendlich  abnimmt,  während  die  Bedingung  ^i  -f-  Äq  +  •• 
•  •  -f"  ^11  =  ^  —  ^  ungestört  bleiben  muss.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen ist 

3)  Lim(Qidi  +  (^2*2  +  •  '  •  +  9«*»)  =  0, 
mithin  nach  Nro.  2) 

4)  F(b)  —  F(a) 

=  Lim{/(a)di  +/(a+  «0«2  +/(«  +  *i  +  Ö2)»3  + 

+/(a  +  »i+«2+  •••  +Än-i)Ä«]- 

Hiermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x  für  das  beliebige  h  zu  schreiben. 

Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen,  dass  bei  unendlich 
wachsend«»  n  jedes  5  gegeai  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
aller  Ö  constant  =  fr  — -  a^  bleiben  muss,  genügt  man  u.  A.  durch 
die  Annahme 

0^  r^  Oo  r=r  O3  •  •  •  •  =  Oh  srr  — ^—  ^ 

n 

in  welchem  Falle  einfach  6  für  di,  62  etc.  geschrieben  werden  möge; 
est  ist  dann 

5*)  F(b)-'F(a) 

b  —  a 


n 

wobei  f{x)  continuirlich  bleiben  muss  von  x  =  a  bis  05  =  l>. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  f{x)  d  sind,  dass^  man  also  schreiben  könnte 


*)  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
f(pc)  =:  Sf  mithin  F{x)  die  unbekannte  Function,  deren  Dififerentialquo- 
tient  =r  X  sein  soll,  so  wird 

Behlömiloh  Analytis.  20 
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F(h)  —  F(a)  =  IAmSf(x)d, 
wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aUer  der  Olsefa 
bezieht,  welche  fär 


X  =  a,  a  -]-  8,  a  -{-  2d,  .  .  .  a  +  n  — 18 
B,uBf(x)  8  hervorgehen;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

F(h)  —  F(a)  =  UmEf{x)8, 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x^  i»d\ 
jedier  folgende  Werth  um  8  grösser  mid  dass  endlich  h — 8  der  leM 
Werth  von  x  sein  soll.     Insofern  hier  8  die  Differenz  zwischen  zwei 
Nachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^x  besser 
als  9,  also 

FQi)  —  F{a)  =  LimSf(x)Jx. 

Hier  kann  noch  die  heständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  hei  unendlich  waclh 

senden  n  der  Ausdruck z=  8  =  z/o?  die  Null  zur  Grenze  hat 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  ^x  kürzer  durch  das  Zei- 
chen des  Differentiales  (dx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

F(b)  •^F{a)  =  kf{x)dx, 


F(h)  -  F(a) 

=  itm{[a  +  (a  +  cr)-|-(a  +  2(r)-| |-(a+;r=T«r)]<r} 

=  2;fw{na<f  +  (l+2  +  3.-.  +  tr=n)cra} 
^  Um  {an^ ^^^^^^ i^} 


and  wenn  man  für  (f  seinen  Werth einsetzt: 

n 


h-a 


F(h)  —  F{a)  =r  Um  {a  (6  -  a)  +  |  (&  -  ä)  (b— a—  ^—^)] 

Daraus  folgt,  indem  man  o;  for  &  schreiht: 

F(x)  =  |aja  4.  2r(a)  -Ja», 

oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F{a)  —  |  a>  mit  C  bezeidmel 
wird: 

F(x)  =  I««  +  C, 

wo  nun  C  eine  willkuhrliche  Gonstante  bedeutet     In  der  Thai 
F'(x)  =  «,  wie  rerlangt  wurde. 
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obei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
riechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen;  die  ße- 
dichnung  ist  nun 


) 


b 
F(b)  —  F(a)  z=zff{x)ä^ 


Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
renzen  0?  =  a  und  x  =  1  genommene  Integral  von  f(x)dx 
der  auch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx^  genommen 
on  X  =  a  bis  x  =  h. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieses  Ausdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 


Fig.  40. 


jetzt  nicht  tiefer .  darauf  ein- 
gehen. In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen Coordinaten  OM=x 
die  Abscisse,  MP  =  f(x)  die 
Ordinate  und  die  von  einer  ^ 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
Q-H  an  gerechnete  Fläche 
OHPM=  F(x),  dann  bedeu- 
tet FQ))  —  F{a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  h  —  a  der 

^.bscissenachse  zur  Basis  hat;  für  OÄ  =  a  und  OB  =  &  ist  dem- 

lach  • 

F(b)  —  F(ä)  =  Fläche  AB  DG. 

Man  wird  sich  femer  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differentialquotient  von  F(x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F(x)  ist  oder  in  Zeichen 


7) 


'-^^m 


dass  also  hier  zwischen  F(x)  und  f(x)  dieselbe  Beziehung  stattfindet, 
«reiche  wjr  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F(x)  oder 
F(b)  —  F(a)  durch /(ä?)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
merkung, dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  AB  DG 
erhält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck» 
^rmiger  Streifen  vorstellt;  für  MMi  ^=^  ^x  ist  die  Fläche  eines 
lolchen  Streifens  =/(a;)^a;,  mithin  näherungsweise 

F(p)  —  F{a)  =  Hfix)  Jx 

"  20* 
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and  genau 

b 

F(b)  —  F(a)  =  UmSfix)  dx  =  ff(x)dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F(h)  — F{a) 
aus  f(x)  hat  zwar  den  Vortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  auszufüh- 
renden Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachlierigen  Gren-J 
zenübergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  an  der 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausführbar 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man  ist 
daher  genöthigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  welcher  darin 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F(x)  den  Differentialquotienten 
f(x)  oder  das  Differential  f(x)  dx  entwickelt  und  durch  ein  neues 
Zeichen  den  Rückgang  von  f(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgemin 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  ff(x)  dx 

jede  Function,  deren  Differential  =  f(x)  dx  ist  und  nennt  den  in  8) 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  /(x)di^ 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF{x)  =f(x)dx  ist,  so  kann  man 
umgekehrt 

9)  ff(x)dx=:F(x) 
oder  auch 

10)  lf{x)dx  =  Fix)  +  Con^. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge- 
sprochenen Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkührliche  Constante  anzuhängen.  —  Dnreh 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 


d  jfix)  dx  =  dF{x)  =  f(x)  dx, 


woraus  zu  ersehen  ist ,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und  /  sich  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  auch  das  bestimmte 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setzt  man  nach  geschehener  unbe- 
stimmter Integration  einmal  x  =zh,  dann  o;  =  a,  so  folgt  durch 
Subtraction 

jf{x)dx  -    ff(x)dx  =  F(b)  -  F(a)  =ff(x)dx. 
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Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  f{x)  innerhalb  der  Grenzen  x  =  a 
und  a;  =  &  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modification,  die  wir  später  erörtern  werden« 

§.  65. 
Die  Fuzidamentalformeln. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be* 
darf.     Aus  der  Differentialformel 


xf^dx. 


welche  für  alle  ft,  mit  alleiniger  Ausnahme   des  Falles  ft  =  —  1 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

xf^dx  =  — r^  4-  Const.t  a^  —  1. 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

aus,  so  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

Die  Differentialformel 

dlx  =  —  (Ja5 

X 

giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 
3)  /  —  =  ?aj  -|-  Cons^.; 

%ß      X 

allgemeiner  ist 

J  a'\-ox        0 
womit  far   den  Ausnahmefall  fi  =  —  1  in  den  Formeln  l).und  2) 
die  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.    Mittelst  desselben  Ver- 
fahrens leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 
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welche  nur  den  apedellen  Fall  ft  ==  —  2  von  "EotmA  S)  d«nUi! 
femer  hat  man  nach  §.  6 

oder  f&r  a^  =  a,  /3>  =  &,  wo  nun  a  und  i  noihwendig  poflifiv  « 
müssen: 

*    dx  1       _^      «VF   ,    ri    ^ 

Aus  §.  6  ergiebt  sich  bei  ^^leicher  Behandlung 


A 


oder 


wobei  a  und  h  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalforme 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inl 
gralzeichen  stehen. 

Aus  §.  6  erhält  man  femer  die  Integralformel 


/ 


dx 


Vcc^  +  j3«  aj3        ß 
oder  für  ««  —  a^  ßi  =  l^ 


=  ^  Hßx  +  VoHhT^)  +  Const, 


9)  /'t7=^2 =  -^l(xVh  +  Va^hx^)  +  Cons«.; 

J  Va  +  lx^        Vh 


auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 


/ 


oder 
10) 


dx  1  ßx    ,    ^ 

/6?flj  1  fljVb   ,    -- 

Va  —  bx^       Vh  Va 


Die  Differentialformeln  in  §.  6  liefern  noch  die  Integralforme 

/xdx  va  A-  bx^  .     ^ 
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12)  '     {t7=^^=-.  =  -17=^ +  C<m<., 

('••  ■'  ..Hiermit  ist  die  Beilie  derjenigen  Grundformeln  beendet,  welche 
1^  irrationale  idgebraiseihe  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
*  lialten. 

Aus  der  Gleichung  d[xlx-^x]  =  Ixdx  folgt  weiter 

14)  /  Ixdx  =  xQx--i)  +  Const. 
Durch  Umkehrong  der  bekannten  Formel 

wird  femer 

15)  f  e^'dx  =  —  +  Const. 

J  a 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
Yon  logarithmischen  und  Ezponentialfunctionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  femer  die  vier  Gleichungen  um: 
gl L^i    =z  stniiudu,    di — = — )    =  cosfiudu, 

ciy f—\  =  taniiudu      dy —)  =  cotiiudu, 

so  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 

16)  /  siniiudu  = —    +  CmsL 

17)  /  co8(iudu  =  ^ —    +  Const, 

18)  /  tcmiiudu  = — h  Const 

19)  /  cot  {HU  du  =  H h  Const. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6  geben  femer 

r         du  1      ^    (ßtmu\  ;  ^    . 

r  du  _     1      ^m+ßtmu\       ^^ 

^^^      J  a^cos^u  —  ß^sin^u~  2aß     \a--ßtmu/  "^ 


i 
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Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formehi  bei,  die  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen 

^r          •          .    Vi— a«a;n  , 

dixarcstnax  -\ 1  =  arcstnaxdx, 

dXxarctanax ^— ^^ ^1  =  ardanaxdx 

entspringen,  nämlich 

/Yl—a^x'^ 
arcsinaxdx  =  xarcsimax  -|- h  öww^. 

23)        /  arctanaxdx  =  xarctanax ^^-^ +  CansL 


§.  66. 
Allgemeine  Beductionafimiieliu 

Sind  die  Differentiale,  am  deren  Integration  es  sich  handelt, 
nidit  60  ein£ich  wie  in  den  oben  entwickelten  Gnmdfbrmeln,  so  mnss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  xu  xerlegen  suchen,  welche, 
einieln  genommen,  int^nrirt  worden  können,  und  nschher  das  Inte- 
gral der  compUcirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtheile 
xusammensetsen.     Hierxu  dienen  folgende  Gesetze^ 

L  Es  mögen  a  und  h  ConsUnten,  U  und  F  Functioiiai  Ton  S, 
endlich  «  und  r  die  DiffeneutialquotienteQ  jener  Functioneo  beaeidi- 
nen;  es  ist  dann 

«r(iir+6r)  =  («m  +  6r)«rx, 

mithin  umgekehrt 

Z^ifol^  der  Bedea:aBg  toq  m  und  r  gelten  iemer  die  Gleichlingen 
aas  «ieaec  >:I^ 


1) 


i'  y  vjk*  —  >r\ijr  =  ä   ;  *ijr  -i-  >  I  rix. 
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Hiemach  ist  z«  B. 

r     1     j^ ^  r     i     ^^^  r\  n       /? ^i^^ 

«i/    »  nj  a-^px  aap 


_   1  y     a»      \ 


+  /»«> 

Da  die  DifiPerentialformel ,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
auch  för  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lässt  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen;  z.  B. 

1— aj» 


/ 


1— a? 


dx 


:=   /  (1  +  aj  +  a?*  +  a?8  ^_  .  .  .  .  ^_  x'*''^)dx 

=  I  dx  -\'    I  xdx  4-  /  x^dz  +  •  •  •  +   /  x'^'^^dx 

X         x^         x^  a?** 

1^23  '     w 

n.     Unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält   man  aus 
der  Differentialformel 

d(UV)  =  Uvdx  +  Vudx 

die  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Regel  für  die  Integration 
der  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 


JUvdx  +  jVudx  =  U7 


oder 


JUvdx  =  DT  —   iVudx. 

Zufolge  des  Werthes 

V=  I  vdx 

ist  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

/  Uvdx  =  U  I  vdx  ^  I  \  J  vdxludXf 
wofür  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

/  Uvdx  =  U I  vdx  —  /  udx  1  vdx^ 
oder  auch,  weil  udx  =  dU  war, 


fmr  ^i[f-'^^  -  •■^^'•''■^^' 


814        Gap.  X.   §.  66.   Allgemeine  BedpcCtionsfonnels. 

Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integration 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  von  vdx  leicht 
gefunden  werden  kann  und  gleichzeitig  d  ü  ein  nicht  zu  complicirter 
Ausdruck  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  U  =  Z  (1  +  äj») ,  t;  =  a?, 
A(l  +  x^)xdx  =  l{l  +  ai^)fxdx  — /*7T$7  ^^^ 

und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

so  ergiebt  sich  schliesslich 

fxl{\^x^)dx  =  1(1  +«2)^(1  +«2)  —  |ä*  +  C<mst. 

III.  Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Function,  handelt  es  sich  also  nm  ein  Integral  von  der  Form 


ff\.<P(p)'\äx, 


so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Yariabelen  häufig  gute  Dienste; 
man  kann  nämlich  fp(x)  =' y  setsen  und  nunmehr  y  als  neue  un- 
abhängige Yariabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
(p(x)  =  y  auf  X  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  x  =  ip(i/)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  Differentiation  der  \iorigen  Gleichung  dx:=:^tl/(jy)dy 
erhält,  und  gelangt  so  ^  der  Gleichung 


ff[9>  (^)]  dx=  Jm  ip'(f,)  dy. 


Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 


ß 


und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  Tofi  y 

7[9>(«)]  dx  =  F{(p(jc)-\  +  Const., 
womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 


I' 
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So  z.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 

1 


/; 


e*  +  e 


—  X 


ndx 


e*  =  y  setzen,  woraus  a?=  Zy,  dx  =  —  folgt;    das  Integral  ver- 
wandelt sich  jetzt  in  das  folgende 


r       1         dy  _    r    dy 
J  yA.1,    y        J  y^+1' 


dessen  Werth  ardan  y  -^  Const,  ist ;  man  hat  daher 

dx 


f. 


e*  ^  ß-* 


ardanie'^)  4-  Const. 


Hinsichtlich    der    vorhin    erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
(p(x)  =  y  müssen  wir  noch  bemerken  ^  dass  dieselbe  möglicherweise 

mehrere  verschiedene  Werthe  für  x  geben  kann  (aus  — =  y 

2x 

z.  B.  folgt  ebensowohl  «  i=  y  -|"  V^M-l  als  «  =  y  —  V ^^  +  1) 
and  es  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
men sei  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
ausgedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  q)(x)  zurück- 
kommt, von  welchem  man  ausgegangen  war. 


§.  67. 
Integration  durch  unendliche  Reihen, 

Wenn  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
einer  gegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
Integral  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln;  dies  geschieht 
meistens  auf  folgende  Weise. 

Das  Integral  sei  von  der  Form 


/■ 


f(x)  (p  (x)  dx 

und  f(x)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  für  olle  zwischen  ^  =  A 
'nnd  X  =  II  liegenden  x,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt, 
etwa 
1)  f(x)  =  X^  +  Xi+Xt-\-X>+ 5 


•    •   • 
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es  ist  dann 

2)  ff{3c)q){x)dx  =  y  (Xo  +  Z,  +  Zs  H )€p{x)dx. 

Hier  fragt  sich  vor  Allem,  ob  der  in  §.  54,  I.  für  endliche  Rei- 
hen bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleibt; 
wäre  dies  der  Fall,  so  würde 

3)  ff(x)q>(x)dx 

=  1  X^q>(x)dx  +   /  Zi  q>(x)  dx  ^  j  X^  (p(x)  dx  •{- 

sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  können, 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  ausge- 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integrations- 
methode abhängt,  lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  ent- 
scheiden, doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall,  wo  die 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

L     Die  Reihe  fiir/(rc)  habe  die  Form 

4)  f{x)  =  ao  +  aia?  +  a2a?2  +  a8aj3  + 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n 

Lim  — ^^  =  A, 

woraus  folgt,  dass  die  obige  Reihe  fär  —  X  <^  x  ^  •\'  k  conver- 
girt;  endlich  sei  zur  Abkürzung 

5)  il)(Xj  n)  =^  I  x'^q)(x)dXi 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Constante  angehangen  wer- 
den möge.     Wenn  nun  die  Reihe  aoip(Xf  0)  +  ai7p(x,  1)  -f-  etc. 
innerhalb  jener  Grrenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimmte  ' 
Function  von  x  etwa 

6)  F(x)  =  aoif(x,  0)  +  ai^(a;,  1)  -f-  «a^C«.  2)  + , 

und  von  dieser  wollen  wir  den  Differentialquotienten  aufsuchen. 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen  ist, 
dass  auch  o?  +  Ä  zwischen  —  A  und  +  A  fallt,  so  haben  wir  zu- 
nächst 

F(x  +  H)  —  Fix) 
h 

^(ir+Ä,0)  —  *(a;,0)    ,    ^    ^(a?  +  h,  1)  —  ^(a:,l)  , 
=  oo- ^ r  »1  j^ f 
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Bechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

welches  voraussetzt,  dass  if(x)  und  if\x)  von  x=  —  X  bis  a;=-f-^ 
stetig  und  endlich  bleiben;  femer  substituiren  wir  gemäss  Nro.  6) 
x'^q)(x)  statt  i}'(x,  n)  und  erhalten 

.  F(x  +  h)--F(x) 

^  h 

=«0  (p(x+d'Qh)  +  ai(x+^ih)q)(x+^ih)  +  a2(x+d'2hy(p(x-{'^2K)+'" 
wo  «ö^o ,  ^1 ,  -0*2  etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern ,  wollen  wir  x  und 
alle  Coefficienten  Oq  ,  ai ,  a^  etc.  als  positiv  voraussetzen«  Nun  lässt 
sich  h  so  klein  wählen,  dass  die  Function  (p(z)  von  js  =  x  bis 
0  =  X  -}-  h  entweder  nur  wächst'  oder  nur  abnimmt ;  im  ersten  Falle 
ist  jede  der  Grössen  9>(aJ  +  ^oÄ),  fp(x-{-  ^ih)  etc.  grösser  als  g)(x) 
und  kleiner  als  (p(x-^h)t  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
gekehrt wird.  Femer  liegt  (x  +  ^nÄ)"  immer  zwischen  a?"  und 
(a;-f-^)'*;  bei  positiven  h  und  wachsenden  q>(x)  ist  demnach  die 
Summe  der  Beihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

<hq>{x)  4-  aiaJ9(ai)  +  ajÄ^9(a?)  +  •  •  •  =f(x)q>(x) 
und  kleiner  als 

«0  9>(^  +  Ä)  +  ai(x  +  h)  (p(x  +  70  +  >  -  >  -  :=f(x +  h)(p(x  +  ä), 
also 

/(^)  y(a,)<  i:^±^ZliM  < /(^  +  Ä)  ,,(,,  + Ä); 

bei  -  abnehmenden  q)(x)  tritt  das  Zeichen  ]>•  an  die  Stelle  von  <^. 
Aehnlich  verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  h,  aber  in  jedem  Falle 
erhält  man  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

F'{x)=fix)<p(x), 
mithin  umgekehrt 

F{x)  =  ff(x)(p(x)dx  +  ConsL 
d.  1. 

F{x)  =  /  (oo  +  Ol 05  +  a^x^  +  •  •  •  *)q>{x)dx  +  Const. 

Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
F(ic)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  ^(a?,  0),  ^(ä,  1) 
etc.,  so  hat  man  folgende  Gleichung 

®)  /  («0  +  %^  +  «3»^  +  •  •  • )  9>(a5)  äx  +  Const. . 


318    Cap.  X.  §.  67.  Integration  durch  unendliche  Beihen. 

=  Oq  I  (p(x)  dx  -\-  üi   Ix  q>(x)  dx-\-ai   /  a?«  g)(a?)  (Ja?  4-  •  •  •  • ; 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  anf  gewöhnliche  Weise  ansge- 
fährt  werden  darf.  Auch  hleiben  die  vorigen  Schlüsse  an  der  Grenze 
der  Convergenz,  d.  h.  für  o?  =  +  A,  richtig,  wofern  die  beiden  Rei- 
hen noch  convergiren,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  neh- 
men, um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 
Wenn  die  Reihe 

f(x)  =  Oq  +  oix  +  a^x'^  +  OzX^  + 

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  immer 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Vorzeichen  auf 
Rechnung  der  Coefficienten  schreibt;  femer  lassen  sich  alle  positiven 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  dann 
f{x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren  jede  für  sich  nur  positive 
Glieder  enthält.  Der  anfanglichen  Voraussetzung  zufolge  convergiren 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Func- 
tionen, etwa/i(a?)  und/2(a;),  also 

f{x)=Mx)^Mx). 
Hieraus  folgt 

f  fix)  q>(x)  dx  —  jMx)(p{x)dx  —  rMx)q>{x)dx\ 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend- 
bar und  man  gelangt  damit  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  8) 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Glieder 
besitzt.  9ei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demnach 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vor- 
kommenden Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit 

von  y(aj)  und   j  x^fp{x)dx. 

Hiemach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 

/^a— 1  r 

dx  =  I  (l—x-{'X^  —  x^+  •  •    )x^''^dx 

a         a+1  ^  «4-2        a  +  3^       ^ 
Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Ein- 
heit, so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden,  vielmehr 
wird  man 


/  --; — dx  =  /  1 dx 
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und  —  =  V  oder  a?  =  —  setzen,  wo  nun  y  ein  echter  Bruch  ist. 
Das  Integral  wird  jetzt 

=  -  1 +  1 I + +  Const. 


oder  durch  Kestitution  des  Werthes  von  y 

dx 


f 


a?«-i 


1  +x 


so  dass  nun  der  Werth  des  Integrales  far  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

II.  Ein  anderes  Verfahren  um  über  die  Gültigkeit  der  allge- 
meinen Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Reihe  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 
nämlich 

9)  /(a?)  =  Zo  +  Zi  +  Za  H +  Zn-i  +  -B„. 

Dies  giebt 

10)  /  f(x)  tp{x)  dx  —  I  Bn  (p(x)  dx 

-=1  j  Xq  q)(x)dx  -f    /  Zi  (p(x)  Jj»  +  •  •  •  •  +  /  ^n~i  q>(x)dx, 

im4  wenn  nun  beide  Reihen  in's  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
len, so  muss  erstens  Lim  Jü^n  ==  0,  d  h.  die  Reihe  in  Nro.  9)  conver- 
gent  sein  und  ausserdem 


Lim  J  Bn(p(x)dx  =  0 


werden,  was  aus  LimBn  =  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
daher  einer  besonderen  Untersuchung  bedarf.  Hierzu  gehören  aber 
einige  Sätze  von  den,  bestimmten  Integralep ,  welche  erst  später  ent- 
wickelt werden. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
hen verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
der  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
meiner ^wendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
Capiteln  auch  nur  diejenigen  Pifferentialfprmeln  betrachtet  werden, 
deren  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.  L  in  geschlossener  Form, 
möglich  ist 


Cap.  XI. 

Integration   rationaler  algebraischer  Functionen. 

§.  68- 

Fixirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Das  allgemeine  Problem,  womit  wir  uns  im  vorliegenden  Capitd 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelung  des  Integrales 

J  a  -^  hx  -\-  cx^  +  *  •  •  4-  ^a?*  ' 
wobei  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  lässt  sidi 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  echt 
gebrochenen  Rest  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 

a  +  /3a;  4-  y^^  +  •  •  •  +  ^^"* 
a  -\-  hx  -\-  cx^  +  •  •  •  +  Ä^" 
=  «1  -f  ßiX  4-  Vi^^  +  •  •  •  +  «lic«-» 

A  +  Bx  +  Cx^  +  "  ^  +  Jfa;*-^ 

a  +  &fl?   +  c^'   +  •  •  •  +  Äa?~ 
ausgedrückt  werden  möge.     Bezeichnet  man  den  echt  gebrochenen 

Rest  mit  —)  :    ,  so  ist 
F(x) 


8=f[ai  +  ßix  +  ytx^  +  •  •  •  +  Xi^:— «  +  ^^1 


dx 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

^     ,     o    ^^     i  ^^    L         I         aj^'-^  +  i  r  f(x) 
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Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  einer 
unecht  gebrochenen  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zurückgeführt  werden  kann;  wir  haben  uns  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte,  Integral 
zu  folgendem 

— .  ,    dx  =  A  I dXi 

a-\-hx  J  a  +  lx 

dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grundformel  4)  in  §.  65  er- 
gebt. 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 
Integrale 

Ä  +  Bx 


h 


dx 


a  +  5a;  +  cx'^ 
zu  thun ;  dieses  zerfällt  in  zwei  Integrale,  nämlich 

Va  +  ftl  +  cx*'^*  +  ^fa  +  bH+cx'^"' 
deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.     Es  ist  identisch 

cdx 


r ^ =  r. 

J  a  +  hx  +  cx:^       J  i 


-f-  ^«  +  cx^       J  ac-\-  hex  +  c2a;2 

cdx 


=/i 


ond  wenn  man  eine  neue  Yariabele  y  mittelst  der  Substitution 

cj»  +  |5  =  y  ,    cdx  =  dy 
anführt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 
*  r         dx  ^    f  dy 

\  J  a  +  hx  +  cx^       J  (ac^lh'O  +  y^^ 

Hier  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \h^  positiv,  Null 
oder  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
Grundformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
ner die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt. 

Im  ersten  Falle 

ac  —  J&2  ;>  0     oder     4  ac  —  b«  ;>,  q 

ist Vac  —  \h'  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 
die  Gleichung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental- 
formel 6) 

— ,  ^  ^, =    /    -  ,     ^  =  —  arctan  —  +  Const 

a  +  hx-{-cx^       J  cc^  +  y^        a  a    ' 

Sohlömilcli,  Analysis.  21 
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Nach  Restitution  der  Werthe  von  y  und  a  hat  man 


*)  A 


dx  2  ,        h-\'2cx      ,    ^     . 


+  hx-\'CX^~  V4ac  — d«  V"4ac  — 6« 

4ac  —  1^2  >  0. 
Im  zweiten  Falle  (ac  — 1&«  =  0)  wird  die  Gleichung  3)  rar  fol- 
genden 

f  ^f\        =   f^^^l  +  Const. 
J  a+hx  +  cx^       J   y^  y 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  y 

6)  f—r4^. — 5=-rA-  +  ^^>^- 

J  a+hx-\-cx^  &+2ca; 

4ac  ~  62  =  0. 
Im  dritten  Falle  (ac  —  JZ)2<C0)  ist  J&2  —  ac  positiv,  mithin 

y  J52  —  ac  eine  reelle  Grösse,  die  a  heissen  möge ;  die  Gleichung  3) 
lautet  jetzt 

r__dx^_^    r       dy         ^     r(-l)dy 
J  a  +  hx  +  cx^       J  ^a'2  +  y^       J   a^  —  y^ 

=  ^Jl.i(^L±1)+  Const., 
2a    \a--y/  ^ 

und  daraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  y  und  a 

6)  r^/l      =-,      '  ^/Vg34^+l,  +  2c.X 

J  a+hx+cx^  Yii^4,ac    \V&»— 4ac— 5— 2caj/ 

4ac  —  &2  <  0. 
Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von- 
der  identischen  Gleichung 

'(f)  =  <:^)  +  "-« 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  l  ( —  1)  in  die  willkührliche 
Integrationsconstante  einrechnet;  es  ist  dann 

J  a+&a?+ca?3  Vl>'— 4ac    \5  +  2ca?— 1/^6^—4 ac/        ^^  ' 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutzen,  je 
nachdem  im  speciellen  Falle  V^ft*  —  ^q^q  mehr  oder  weniger  als  'b-\-2cx 
beträgt. 

II.     Um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale  zu 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  Di£ferentialformel  aus 

•nr     1  *      I       «\  h-\-2cx 

^  '        a  +  ^ä;  +  ca?2 


einfachste  Fälle  derselben.  823 

Die  Ümkehrung  derselben  giebt 


/- 

J  a 


dx  =  l(a  +  6i»  +  cx^ 


+  fto?  4-  cxf 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

^f   ^i\     .  +  ^<^f     ^^^1        =l(a  +  hx  +  cx^\ 
J  a  +  hx  +  cx^  ^       J  a  +  lx+cx^         ^  •        /» 

und  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 
hält man 


J  a  +  hx4-cx^        2c    ^     ^         ^        ^       2c J  a 


dx 


+  hx-{-cx^        2c    ^  2c J  a-\-hx+cx^ 

Das  gesuchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
gral zurückgeführt. 

Iir.     Setzt  man  in  der  Gleichung 

r_A  +  Bx_ ^ ^  ^ ^  r      dx  ^  r     xdx 

J  a  +  bx-^cx^  J  a  +  hx+cx^  J  a  +  hx  +  cx^ 

statt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  aus  Nro.  8), 
so  erhält  man 

A  +  Bx 


J  a 


dx 
-f-  da;  +  c^^ 

dx 


^  7/     L  7.     i_      2^    i    ^Ac  —  Bl     r 


-f-  Z)aj  +  cx^ 

und  damit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
braischen Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 


§.  69. 
Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

Bevor  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
vornehmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
erst  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

x^dx 


L 


(a  +  6a:  +  ca;2)«+i 

auf  die  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m  und 
n  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Bezeichnen  wir  das  Trinom  a  -+■  hx  -\-  cx^  kurz  mit  T,  so  ist 
durch  gewöhnliche  Differentiation 


21* 
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^fh  +  2cx\  _       Jb^2cxy  dx  ^ 

unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(6  +  2cic)2  =  4cT— (4ac  — 6«)   ' 

und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 

.f'b-\'2cx\        ,,  ^„.         dx  ^  ,^         ,.  dx 

\t^)  =  (^«^-^')  ^  t^Tm  -  2c(2n-  1)—  . 

Die  Integration  giebt 

h'\-2cx        ,  ^      /*  dx  r dx 

^t^-  =  iiac-b^nj  -^^^  -2ei2n-l)J  -^  ; 

reducirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur  Ab- 
kürzung 

1)  4ac  —  53  =  A, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

.  r  dx     _  h  +  2cx        (2n—l)2c  Pdx 

^  J  T«+i  ""   wAT»    "*"         nl       J   T"* 

Diese  Keductionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  von 

/dx        Pdx        Cdx 
~T^'  J  T3"  V    T^"' 

indem  man  successive  11  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt.     Man  hat  demnach 

Cdx        'h'\-2cx    ,    2c   Cdx 


WO  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist;  femer 

dx 
_  l-\-2cx 
u.  s.  w. 


"fürn  =  2,       räx_^l±2cx^^rd 


3c(6  +  2cx)        6c2    Cdx 
+  A2T         "^    l^J     T 


üeberhaupt  können  nach  diesem  Verfahren  alle  Integrale  von 
der  Form 

dx 


/■ 


2'«  +  i 

auf  das  in  §.  68,  I.  betrachtete  Integral  zurückgeführt,  mithin  aucli 
vollständig  entwickelt  werden. 
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Weiter  ißt  nun,  wie  man  durch  Differentiation  findet, 

^\^irj  =  i^  —  ^)—ji;r^^  '-  ^ y^^i ^^. 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 


—  (2» — m-\-l)c 


xi^dxt 


Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 
^"•"^        /         ,N      r^'^^^dx       ,  ,    ,..    Cx'^'-^dx 


oder 

.        Cx^dx  1 x^"^ 

^     J  T»+i  """"  (2n  — w+l)c*     T« 

(2n  — w+l)c7     T«+i     "^  (2n  — m  +  l)c7     T«+i 

Geht  man  von  dem  Werthe  m  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
von  dx  :  T'*'*'^  als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Beihe  nach  die 
Integrale 

/x  dx  r  x'^dx  Cx^dx 

entwickeln,  nämlich 

r  xdx    1  5     r   d(6 

Cx^dx  a:  (n — 1)5    C  xdx 

^—^'       J  2^+1—""  (2n— l)cT*  ■"  (2n— l)c7  1^ 

■^  (2n— l)c7  T^^+^  ' 
wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
gen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  Anwen- 
dung der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales von  der  Form 

'^  +  JBa?  -f  Ca?«  -f-  •  •  •  4-  Ha:* 


/ 


(a+hx+cx^)""^^ 
vollständig  ermittelt  werden. 


dx 
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Es  ist  nioht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichang  3)  für 
negative  m  gleichfalls  gelten  moss,  weil  sie  die  Umkebrong  einer 
für  alle  möglieben  m  und  n  ricbtig  bleibenden  Dififerentialformel  dar- 
stellt. Lassen  wir  nun  —  m  -f*  ^  an  die  Stelle  von  m  treten ,  so 
nimmt  die  Gleicbung  3)  folgende  Form  an: 

f       dx 1 1 

(n  +  m— l)l>    r       dx (w  — l)a        P     dx 

(2n  +  m—l)cJ  ajm-ij'n  +  i        (2n  +  m  — l)Cc/  a?~T»  +  ^ 

und  wenn  man  das  letzte  Integral  recbterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  hat  man 


/-. 


dx  1 


^«•2^  +  1  (w— l)aa;"»-ir» 

(n  4"^ —  I)^  r       dx (2n  -f-  w —  l)c  P       dx 

(w— l)a    J  a;«-^T«  +  i  (w  — l)a     J  a?«-«T*»+* ' 

Für  m  =  1  ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kann  in 

diesem  Falle  die  Substitution  o;  =  —  anwenden  und  erhält  dadurch 

e 

direct 

g^n+idx 


r ^ =_  f. 


c  +  he  +  ae^)''^^  ' 
wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  und 

3)  auszuführen   und  nachher   rückwärts  a  =  —    zu    setzen    hat. 

x 

Nimmt    man  hierauf   in  Nro.  4)  m  :=  2,  3,  .  .  .  ,  so  kann  man  die 

Integrale 


/dx  r     dx 


der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes  unter 
der  Form 


/i 


..-B.C.  X    S  )  dx 


stehenden  Integrales  ermitteln« 


Cap.  XL  §.  70.  Die  lutegration  echt  gebrochener  Functionen.  3S7 


§.70. 
Die  Integration  echt  gebrochener  Functionen« 

Wenn  es  sich  um  die  Ausführung  der  Integration 


f 


'MqX"^  +  MiX^-'^  +  •  •  •    +  Mfn^\X   +  Mfn 


handelt,  worin  m  und  n"^  m  ganze  positive  Zahlen  hedeuten,  so  ist 
es  von  y ortheil,  zunächst  o?"  von  seinem  Coef&cienten  zu  befreien, 
was  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  Nq 
dividirt;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x)^  der  Zähler /(a;).  Wir 
unterscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 
I.    Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F{x)  =  (a?  —  a) («  —  6)  (a?  —  c)  . .  .  .  (x  —  K), 
wobei  a,  &,  c,  .  .  .  Ä;  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer^ 
den,  so  hat  man 


/■ 


dx 


Fix) 

J  \x  —  a       X  —  h        X  —  c  X  —  kJ 

Bei  reellen  a,  &,  c,  .  .  .  X;  lässt  sich  die  Integration  sofort  aus- 
führen imd  giebt 


/-. 


dx 


F(x) 
=  Al(X'^ä)  +  Bl(X'-V)  +  Cl(x-c)-{""  +  Kl(x^K)  +  Con8t. 

Hiemach  ist  z.  B. 

««  —  7 


f-, 


dx 


ic8  +  2a?2  — 5a:— 6 
=  l(x  4- 1)  —  H(a?  —  2)  +  ll(x  +  3)  +  Const. 
Sind  einige  der  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  Ä;  von  complexer  Form, 
etwa  a  =  p  +t2i&=l>  —  «ff»  so  giebt  die  Formel  8)  in  §.  62 


/: 


dx 


F(x) 
=A-^)t+g»^^  +  Gl(x-c)  +  -..+  Kl(x-hh 

das  noch  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen,  wo- 
mit wir  uns  in  §.  68,  lU.  beschäftigt  haben,  und  kann  daher  ent- 
wickelt werden.    So  ist  s.  B. 
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J  x^^^x^  +  x^h^^—J  ö-4ÄJ  +  a:«'^^      J  1+a: 
=  iK5  —  4a:  +  a?2)  4.  4 ardan(a?  —  2)  —  Z(l  +  a;)  +  Cand. 

IL     Eb  sei  femer  F{ic)  von  der  Form 

^(rr)  =  (a;  — a)«(a:  — 5)/'(a;  — c)y (a:  — Ä)« 

mithin 

f{x)^       A  Ai 

F{x)        (X'-aY  ^   (a?  — a)«-i  "^ 

I         -^        j -^1  I 

+  •  •  •  •^- 

4.       ^       J -^1  I 

■^  (a?  —  hY   "^   (a;  — Ä)«-!   "^  * 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  &,  c,  . 
man  sogleich 


+ 

Aa- 

-1 

X  — 

a 

+ 

B^. 

-1 

X  — 

h 

• 

-L. 

•         • 

-1 

X  —  h 
k  reell  sind,  hat 


J  F(x) 


dx 


(a— 1)  (a:-a)«-i      (a-2)  (a:-»)«-» 


Aa^2 

X — a 
Bft- 


+  Aa-^il{x—a) 


03-1)  (a:^5)M  -(^-2)  (^-5)/^-« ^ + ^/'-^^  ^^^~^^ 


Kl 


(X— 1)  (a;-Ä;)*-i      (x-2)  (aj-Ä)*-« 

So  ist  z.  B. 

e^a; 


Kx—2 

X — k 


+  Kx^il(x---k). 


f: 


aj3(a;  —  l)2(a:  +  l) 
—  J  U^'^  x^^  x'^  2(a;-l)2        4(a?-l)        4(a?+l)J^'^ 


2a;»      a; 


Wemi  endlich  unter  den  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  X;  complexe  Zah- 
len vorkommen,  so  entstehen  Partialbrüche  von  der  Form 

wo  8  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  nach  §.69  immer 
integrabel.     So  hat  man  z.  B. 
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x+1 


/ 


(x^  +  1)«  (x  —  1) 


dx 


</  L     (a;»+l)2        2   a?2  +  l  ^  2  a?  — iJ 

~2"a?^+l  ""  T^^^*  +  ^^  —  —  arctonr»  +  jl(x—l)+  Const. 

Ein  paar  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Jntegrationsmethoden 
sind  folgende. 

IIL    Nach  §.  62  (S.  295)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera- 
den n  die  Zerlegung 

V  a;"*-^  _  1_      1      ^  (—  1)«       1 


0?" — 1        nx — 1'        n      x-\'l 

.    2 '^^(a;  —  coshd) coshmd'  —  sinJid" sinhmd' 


n^^^  x^  —  2xca8hd'  +  1 

Ä  =  2,  4,  6,  .  •  .  n— 2; 
dagegen  ist  for  ungerade  n: 


X* — 1         n  X —  1 


2\^(x  —  coshd)  coshmd'  —  sinhd"  sinhmd- 


2) 


n-^^-J  x^^2xcoshd'+l 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
leicht  zu  prüfenden  Formel 

« 

Xx  —  coshd")  coshmd'  —  sinkd"  sinhmd' 


ß 


dx 


x^  —  2xcosh^  +  l 
=  coshmd-'lUx^  —  2xooshd'  4-  1) —  sinhmd' ,  arctan  — r-1-5: — , 
so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 

7t 

a.  für  gerade  n  und  O  =  — : 

n 

/Ajm— 1  1  / i\m 

a?"— I  n   ^         ^    '        n       ^     '   V 

H ^i  c<?gfew^ .  l(x^  —  2  a?  cosfe'»  4- 1) 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  w  —  2 ; 
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b.  fiir  ungerade  n: 

j» — 1  n 

^ni  sinhind" .  aräan  — t-ts. —  1  +  Ci 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n— 1. 
lY.     Nach  §.  62  (S.  296)  ist  für  gerade  n: 

h  =  1,  3,  5,  •  •  •  •  9t  — 1| 
dagegen  für  ungerade  n: 

«"+1  n        x+l 

2^ — (a;  —  coshff)co8hmd'  ■}-  stnhd'  sinhmd' 
■^  "n^  a?»  — 2a:cosÄ'Ö'  +  l  ' 

Ä  =  1,  3,  Ö,  .  .  .  n  —  2 ; 
multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  wie  vorhin, 
so  erhalt  man 

a.  für  gerade  n  und  %•  =  — : 

7)  /  .^q-- df«  = y^jcosfema- . l(x^  —  ix coshd'  +  1) I 

+  ^T[sinhmd .  arctm  ^^=^^]  +  C. 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  w  —  1 ; 

b.  für  ungerade  n: 

^dx  =  L^ l(x  +  l) 

^2  cösÄniö' .  Z(ä«  —  2x  cosh»  +  1)  I 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  2. 

y.    Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  lässt  sich  das  etwas 
allgememere  Integral 
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de 


h 


gm-l 


leicht  zuiückfahrei).    Unter  der  Yoraassetzang,  dass  a  und  5  aa  noh 
positiv  sind,  substituirt  man  nämlich 

1  1 


= ar-    ' = (f)' 


und  erli&lt 

J  az^  +  l  l  \a/     J  x^±,l 

wo  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelhar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
von  der  Form 


■  /■ 


dz 


az^  i  h 

völlig  ausgefährt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand- 
theile  derselben  die  eben  erw&hnte  Substitution  anwendet. 


Cap.  XII. 

Integration  irrationaler  Functionen. 

§.71. 

Einfachste  Fftlle. 

Unter  den  Fundamentalformeln  des  §.65  befinden  sich  nur 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  darin  nur  Quadrat- 
wurzeln aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  Yorkom- 
men.  Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  Verallgemeinerun- 
gen jener  Integrale. 

I.    Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen  ist 

Va  +  hx  0 

ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 

(ft+l)5        ' 

für  fi  =  %  —  |,  wo  Ä;  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu- 
ten möge;  es  wird  nämlich  

Man  hat  femer  durch  theilweise  Integration 
J     Vo+tx  J  Va-\-lix  J  J  Va 


ß 


ß 


dx 


•^hx 


2x'^(a^hxyYa-['hx  ^ni        C  ^  .,    ,  ^  n*i/— rr". 
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oder,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

1/ — n~  a  +  hx 

V  a  +  hx  =         ' 

V  a-^hx 

gesetzt,  jeder  einzelne  Theil  integrirt  und  die  Gleichung  mit  (2Ä  +  1)& 
multiplicirt  wird, 

J     Va  +  bx 

=  2a!»(o  +  bxy  Va  +  hx  -  2»»a  /"'"'""'(«  +  ^a;)*^^ 

J       Va-\-bx 

^  2in5  r^j;^±M^äx. 

J     Va  +  feo? 

Schafift  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite« 
so  erhält  man 

2)  r^ry+M*^^ 

J     y  a-\'}>x 


"vT 


dx. 


(2m  +  2Ä  +  l)5  (2m  +  2Ä+l)57       Va+fea; 

Füri»=  1,  2,  3  etc.  ergeben  sich  hieraus  der  Beihe  nach  die  Inte- 
grale 

c/    V a\-})x  J    Va  +  hx 

daher  lässt  sich  auch  das  Integral 

y{x)  {a  +  hxy 


ß 


dx 


jederzeit  entwickeln,  wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  von  x^  und  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet. 

II.     Um  femer  den  Werth  des  Integrales 

dx 


ß 


V  a  -|-  6a?  +  cx^ 

zu  bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  I.,  doch 
müssen  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 
Unterscheiden. 

^  Der  absolute  Werth  von  c  heisse  y ,  so  ist  im  ersten  Falle  c  = 
^-  y  und 
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r  ^    ^^  r     Wäx 

J  Va  +  l»a?  +  ya;3       J  y^y  +  \yx  +  y^o;» 

Zur  Abkürzung  sei  ay  —  J&2  r=  A;  und  gleichzeitig  werde  eme 
neue  Yariabele  y  mittelst  der  Gleichung 

|5  +  ya?  =  yo    x^=^- — ^,    dx::r=z—-dy 
eingeführt;  es  ist  dann 

=77=-  ?[|  5  +  y«  4-  V  y (a  +  &a?  +  ya?*)]  +  C- 

Vy 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  bringen  wir  auf  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen 

— -7=r-?2  +  C=  Gonst.; 

Vy 

v^ermöge  der  Bedeutung  von  y  haben  wir  dann  folgende  Integral- 
formel 

3)  f.      ^^ =  :^l(b+2cx^2V7Va+bx+cx^)+  Const. 

J  y  a-\-l)x-\'Cx'^       \  c 

c>  0. 

Im  zweiten  Falle  c  =  —  y  rechnen  wir  ähnlich: 

äx  r      Wdx 


/dx  r 

V a-^-hx  —  yrc*^       J  V ay +  }>yx  —  y^x^ 


und  setzen  \J>^  -{-ay  =  «*, 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fundamentalformel 

/dx  1      r      dy  1  V     X    n     ± 

V a-^hx—yx^      VyJ  V^a«— y«      Vy  « 

Nach  Substitution  der  Werthe  yon  y  ^ssi.^^  c^  a  und  y  folgt 
nun 


«/t: 
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dx  1  .    —  b  — 2ca?    ,    ^     . 

===== =  ,  >        arcsm ,.  +  Const, 

+  hx  +  cx^       Y^c  V62  — 4ac 

c<  0. 

Der  dritte  Fall  c  =  0  bedarf  keiner  Erörterung,  weil  er  auf 
das  zu  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückführen  würde. 

in.  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
Ausgangspunkte  für  fernere  Ent Wickelungen  dienen,  wenn  man  die 
in  §.  69  unter  2),  3)  und  4)  entwickelten  Reductionsformeln  damit 
in  Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  Umkehrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie- 
bige m  und  n  gelten.     Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

.  r  dx     _  })  +  2cx    ,    (2n— l)2c  Cdx 

^  J  T»  +  ^  ""    nAT»    '^         nl       J    T^ 

der  Reihe  nach  n  =  |,  |,  |  etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
chungen : 

/dx       9^  +  ^^^ 

/dx      a  Z>  +  2cx        8c    P   dx 

U.   8.   W., 

aus  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

dx 


/■ 


worin  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lässt  und  für  Ä;  ^  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

Pdx  _  __       b4-2ca;  nX  P  dx 

^  J  T""  ~       (2n— l)2cT»  "^  (2n  — l)2co/   T^+i  ' 

für  n  =  —  |,  —  |,  —  I  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

ß,VJ  =  l±^  VT  ^  ±  f^  . 

J  öC  loc   J 

XL  S.  W., 
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durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

för  ein  ganzes  positives  "k  entwickehi  lässt.  —  Ueherhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 

Ctp  dx  =  f(a  +  hx  +  cx^)p  dx 

als  bekanut  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  +  (^  4"  1)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  69  folgt  hieraus  unmittel- 
bar, dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

I  x'^TPdxxmd  j  -;^TPdx 

entwickelt  werden  können ,  indem  man  n  -\-  l=i(A;  +  D  setzt 
und  im  üebrigen  ganz  so  wie  dort  verfahrt.  So  erhält  man  z.  B. 
f ür  n  =  —  \i 

/x'^dx a;m-iyy  ^  {2m—l)h     rx"^"^  dx 
Y^  mc  2mc      J      Y^ 

(m — l)a    px'^-^dx 


ß 


mc       J      Yt 

woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  rx^dx  rx^dx 

YF'  7TF'  7TF"" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.72. 
Integration  durch  WegschajGTung  des  Wurzelzeichens. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Yariabeln  von  der 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  einer 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  werden 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  Form 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Die  Falle, 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gute  Dienste  leistet,  sind  folgende. 

I.  Um  ein  Radical  von  der  Form  V  u  -]-  ßx  wegzuschaffen, 
setzt  man  einfach 
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1)  ya  +  ßx  =  y,  mithin  x  =  ^^^^  ,     dx  =  ^-dy\ 

P  P 

da  die  Werthe  von  x  und  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Substitution 
das  Verlangte. 

Hiemach  ist  z.  B. 

/dx  2^    r  ydy    ^    Pf  a     \  , 

a  +  hya+ßx~lj  a  +  hy—hßj\       a  +  hyj   ^ 

=  Tß  [^«  +/**  -  jl(a  +  hVa  +  ßx)Y 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung 

dx 

(a'{'hx)Va+ßx 
2    P ydy r dy 

Hier  ist  zu  unterscheiden,  ob  aß  —  &a  und  h  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
tion leicht  ausgeführt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

Radical  von  der  Form  17«  +/'*  wegzuschaffen  ist;  man  setzt 
n&mlich 

V  a  -\-  ßx  =  y,  mithin  x  =  ^—-5 —  ,     dx  =  -—5 — dy 

P  P 

und  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

IJ.     Wenn  ein  Badical  von  der  Form  V  «2  ■^-  ß^x^  vorkommt, 
so  ist  die  vorige  Substitution  ohne  Nutzen;    die  Gleichung 

V««  +  ß^x^  =  y  giebt  nämlich 

V573^       ^^_       ydy 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
statt  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt. 
Man  setzt  in  diesem  Falle 

V  ««  +  ß^x'^  —  ßx 

2)  -^ —  =  y; 

SohlÖmiloh,  AmJysis.  22 
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hieraus  folgt 

^  j  «    1  +  y'j 

und  diese  Ausdrücke  sind  sämmtlicli  rational. 

Mittelst  des  angegebenen  Verfahrens  erhält  man  z.  B. 

dy 


{a  +  lx) V OL'^  +  ß^x^  J  l>a  +  2aßy ^hay^' 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

K  a2/32  +  h^a^     \aß  —  hay  —  Va^/S'  +  b^aa/ 

und  wenn  man  hier  den  Werth  von  y  aus  Nro.  2)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

r  dx 

J  (a  +  hx)  Va^  +  ß^x^ 

_  1  /aß  +  hßx--hVc^ß^x^-\']ra^ß^  +  b'ia^\      ^ 

~Va^ß^  +  h^a^  ^aß  +  hßx—hya^  +  ß^x^—Va^ß^+h'^a^y        '  ^ 

ni.    Um  ein  Radical  von  der  Form  V«'  —  ß^x^  wegzuschaffen 
benutzt  man  die  Substitution 


5) 

welche  giebt 

V  a  +  ßx       y» 

(                     X 

6)1 

"*-      ß    (i+yy' 

die  letzten  drei  Ausdrücke  sind  rational  und  bringen  daher  keine 
neue  Wurzel  in  das  IntegraL 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B. 

r ^^  __  2  f ^ ; 

^  (a  +  bx)  Va^  —  ß^^  J  aß  +  ha  +  (aß  ■-ha)y^  ' 

hier  ist  zu  unterscheiden,  oh  aß  +  loc  und  aß  —  ha  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen,  ob  also  a"*- ß^  —  h^a^  positiv, 
Kuli  oder  negativ  ist;  den  genannten  Fällen  entsprechen  die  Werthe 
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2  ^      fVaß  —  ha    \    ,    ^     . 

===  ardan  1 , .  y  )  +  Const.^ 


2y 


Yl^a^^a^ß^  ^Vha  +  aß  —  Vha  —  aß.y^    . 

Nach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y  gelangt  man  zu  fol- 
genden drei  Integralformeln 

77==== 

(a  +  MV««  — /32a;2 

Y^ßf^W^               V    (aß  +  ha){a  +  ßx)  ^  ' 

für  a^^a—  &2a2  =  0,        /  ^f 


8) 


9)        für  a»/32  — 5aa2  ^  o,        /  -  ^^ 

«/   (a 


{a  +  6a;)  V  «2  —  ^2aj2 


V  62a2— a2/j2   \y  (5a_[.a/3)(a+j3a;)— V  (ba-^aßXa-^ßxy 

Als  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entwickelung.    Nach  Nro.  6) 
erhält  man 

r  elo?  r_Jl+j^)dy___ 

and  wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Reductions- 
formel 

f      äy        _  y  2.   r    ^y 

J  (a  +  cy^y        2a(a  -f  cy^)  "^  2a  J  a  +  cy^ 

anwendet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichiqig: 

2       I By  _     r dy 

1  --  C2   ll  4-  C  +  (1  -.  a)y2  7    1  4.  «  4.  (1  _  f)y2' 

Die  noch  ührige  Integration  ist  leicht  ausfiihrhar,    wobei  die 
Fälle «2 <;;^  l,fi2  =  1  und 62 >  1  zvl  unterscheiden  sind;  durch  Re^ 

stitution  des  Werthes  von  y  erhält  man  schliesslich 

22* 
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10)  für««<l,  f ^''^, 

J  (i  +  ««)»Vi— «» 

sVTTl^  2  ^        1/(1 -6)(1-^)    ,     _ 


1  — «»  {   l+a« 
11)  far6»=l, 


r       Ax        ^  _  i  g  +  'g  1/1-«  .  ß. 

y  (l+a;)«l^l-a!»  3  1 -f-a;  K    1 +«  "^     ' 

12)  für£»>  1,  /* ^1, 

J  (1  4- ««)» V  1  —  «» 

1  (    «VT=«« 


»»— 1|     i+f« 


.        1       VV(l+«)(l+a;)+V(l-«)(l-^)V  ,  p 

lY.    Durch  ähnUche  Substitutionen,  wie  sie  in  den  beiden  vori- 
gen Abschnitten  benutzt  wurden,  lässt  sich  auch  eine  Wurzel  von 

der  Form  Va-f-^^c±y^  wegschaffen,  wobei  y  an  und  für  sich 
immer  als  positiv  betrachtet  wird^ 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 

13)  V4ay  — /3«  =  A; 

man  benutzt  dann  die  Substitution 

2V7"V«  +  i3a?  +  ya;^-03  +  2ya?)  , 
U)  ^ =y 

und  erhält 


16) 


'  „_A(l-y«)-2/8y 

4yy 

4y      j^ 


^«  =  -  TT  ^^-^rfy- 


Wenn  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setze  man  zur  Ab- 
kürzung 

16)  y4ay  +  /J»  =  fi 
und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution 

17)  y^  +  ^      2y^^ 
aus  welcher  sich  folgende  Werthe  ergeben  i 
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"-        2y(H-y>),       • 
18)  j  V«  +  /J«-y«'  =  ^^. 

2ft      ydy 

Nach  diesen  Formeln  hat  mau  z*  B. 

r  dx 2__  r    dy 


2yx—ß 
2  .  2  "    ' 


=  —  77=»-  arctany  =  —  77=-  arcton  17  r — =- — 3  • 

W  W  1/    1  I  2yag-/i 

Hier  lässt  flidi  arcton.. in  arccos.  oder  aresin.  umsetzen,  wenn  man 
bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  cosu  =  0  folgt: 

tm\u  =  y  Y^-j  ,     |u  =  arcfan  y  ^-^  , 

2ardan  1/  -— ; —  =  arccose  =  -r armnttx 

r     1  +<r  2 

es  wird  nämlich 

/<iaJ 1            .   2ya?  — /J    ,    i^     * 
, .  =  77—-  arcstn-^ 4-  Cons^., 

Va  +  jSaj  — ya?«       Vy  f* 

was  mit  Formel  4)  in  §.  71  übereinstimmt. 


§.  73. 
Integration  binomischer  Differentiale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Dififerentiale  versteht  man 
Ausdrücke  von  der  Form 

worin  w^  n^  p  und  ^  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaffang  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
duction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 
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L    Setzt  man  erstlich 


'  1-1 


so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

2)  /*««-*(» +  ^«"W« 

/fit     _ 

und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhand^i,  so- 

bald  —  eine  ganase  Zahl  ausmacht.     So  z.  B.  hat  man  nach  den  obi- 
w 

gen  Formeln 

fx^{l  —  x4dx  =  —  y  A^I—  lyz^dg, 

<  , 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  e  durch  Entwickelung  von 
(jer^  —  1)^  ausgeführt  werden  kann ,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  z  aus  der  Gleichung 

.  =  (£lzil)L(i-.,i. 

ZU  nehmen,  also 

z  =  (1— a;2)7 
einzusetzen  ist. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 
Form  führen  kann,  ist 

JL  i 

3)  a;  =  ( )   also  dx  =^  —  =■ —    t- 


man  erhält  durch  dieselbe: 


(^«-.5)n+^ 


m^p 


4)       /  a;"»-i(a  +  &a?«)«  dx=—  ^ /  — ^     ^     ^ — 

und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn h  — 

n         q 

eine  ganze  Zahl  ist.     So  hat  man  beispielsweise 
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und  darin 

i 


X 


-(  1  »L«r,    (i±i(5 


nach  welchen   Angahen    die  Rechnung    keinen    weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

n.    Ist  weder  —  noch 1-  •=-  eine  ganze  Zahl ,  so  lässt  sich 

n  n  q 

das  binomische  Differential   im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 

man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Beductionsformeln, 

die  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gditen. . 

Bezeichnen  wir  —  kurz  mit  s  und  a  +  ^«*  nut  X,   so  giebt 
die  partielle  Integration: 

y  a;«-i  X'dx  =  X*  fx"^-^  dX'-s  fx'-^dX  fx'^-^dx 

m        J  m 

und  weil  dX  =  hnx^"^ dx  ist: 

Ö)  fx'^-^X'dx  =  ^^^  —  —  /  a?"»+«-iX«-idfa?. 

J  m  m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
von  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s  wünschenswerth  ist. 

Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

hns         onsj 
oder,  wenn  m  —  n  für  m  und  s  +  1  für  s  gesetzt  wird, 

V  hn(s  +  l)         bn(s+i)J 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert  gleich« 
zeitig  s. 

Wenn  man  ferner  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
fx'^-^X'dx  =  y  ic"»-i(a  +  bir«)X'-^cfiC 

==  a  y  a?"»--iX'--ie?ic  +  6  y  a?"»+«--iX'--Ma? 
mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zun&chrt 


344  Cap.  Xn.  §.  78.  Integration  binomischer  Differentiale. 

x^X*        hns   r  «.._iv.-i^ 

m  w  J 

in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s  -f-  1  für  s  und  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

7)  /  x^-^X'dx  = ^^ — ■ ■ — -  I  aj"*+"~^X*(?flj; 

J  am  am         J 

diese  Reductionsformel  vergrossert  m  ohne  s  zu  ändern.  Drückt 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  ans  und 
schreibt  nachher  m  —  n  für  m^  so  ist: 

8)  fx^-^X'dx  =  f^'-^;  -  #^  fx'-'-^X'dx, 
J  h{p>-\-ns)        5(m  +  ns)c/ 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  s  herbeigeführt 
wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

jx'^-^X'dx  =  a  fx'^-^X'-^dx  +  h  Jx^^+'^'-^X'-'^dx, 

so  giebt  die  Anwendung^  der  Formel  6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 

jx'^-^X'dx 

=  aJx'^-^X'-^dx  +  b^^^  —  T~7  A"'""^^'^^]• 
Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fx-^-^X'dx  =  -^^^  +  -Ä_  fx^-^X'-^dx, 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s  ohne  Aenderung  von  m 
dient.  —  Schreibt  man  noch  s  -f*  I  ^  ^  ^uid  reducirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  h»-ix.da,=-^::;^  +  üt+!^  A»-ix..id*. 

J  an(s  +  1)         an(s  +  l)  J 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  8  ohne  Störung  des  m  zu 
vergrössem. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Reduo- 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  B. 
das  zu  entwickelnde  Integral 
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und  darin  h  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
successiTe  Verkleinerung  Ton  k  auf  das  Integral 


A 


=  arcsin 1-  Comt. 


r    x^dx      _ _  x^-^V ax  —  x^       g(2Ä;-~l)  C  x^^^di 
J  Vax-'X^  ~  Ä  "^         2Ä      7  /^^r=" 


V  ax  —  «*  * 

zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 

!*-^Vaa;  — g«    ,    a(2Ä— 1)  P  x^^^dx^ 

wie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71  finden  kann.  Aehnlicher 
Ueberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Beductionsformeln  für 
m  —  n  =  0,  sowie  fär  w  -|-  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
nen lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Diffe- 
rentialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genannten 
Beductionsformeln  nicht» 

§.74. 
Integration  mittelst  unendlicher  Reihen. 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
eines  irrationalen  DifferentialeB  auszuführen,  so  benutzt  man  gewöhn« 
lieh  das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Integral  als 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
so  mancherlei  Modificationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
sein  dürften. 

a.    Handelt  es  sich  um  das  Integral 

J  V  1  —  («a  +  /J«) a?»  +  a^ß^x^  ~  J  Vi  — ««aj^  Vl-^ß^x^ 

worin  a,  ß  und  x  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
schiedene Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
dem  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  verwan- 
delt oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
jenigen Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
Brüche  a  und  ß  enthält ,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 
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kleiner  die  Grrösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet.     Uata 
der  Yoraussetzong  a'  }>  ß*  erhält  man  zufolge  des  Gesagten 

r dx 

J    V(l— ««»2)(l__^2aj2) 

=  f  ^  ^^      $14.1^2^.2  A^LlßA^  +  •  •  -1 

J  Vl^a^xU    ^2^        ^2.4:^        ^         ] 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  2o«  ^^^  ^ 
etc.  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufügt« 

1)  f-j. =JL — L_  +  Qmst. 

=  Zo  +  1/J«X,  +  hl^^X,  +  \^^^  +  •  •  • 

Das  erste  der  Integrale  Zo,   "K^^  Z^  etc.  ist   unmittelbar  be- 
kannt, nämlich 

^v  ^        orcstn  ax 

2)  2o  = ; 

zur  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reductionsformel 

x^äx 


h 


+ 


-1  r  a;"'"»^^? 


oder 

^,  ^  (m— l)X^-2  — a?^-^Vl  — c«a;» 

worin  der  Reihe  nach  m  =  2,  4,  6  etc.  zu  setzen  ist. 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  gehen,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen 

===1  +  — a« a?2 +  -—-«* x*  4---——- a«a?«  -h % 


Vi  — a«a?2  2  '2.4  '   2.4.6 

mit  einander  zu  multipliciren ;  das  Resultat  ist  von  der  Form 

^  =  Co  +  (h^^  +  ^40?*  +  Csa?«  -f 

V(l  — a2a;2)(l-^2a;2) 

und  zwar 


•  •  f 
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C4  =  1(3  a*  +  2  «2/}«  +  3ß^) 

Cq  =  i(5a«  +  3a*/J2  +  3a2/J*  +  Ö/J«) 


Darch  Integration  erhält  man  hieraus 


/ 


dx  CqX        GqX^        CjX^ 


V(l— a2a?2)(l  — /32a?2)  1^3  5 

nur  noch  eine  willkührliche  Constante  beizufügen  ist. 
b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


fV 


1  £2/^.2 

dx,  6>  <  1,  a?2  <  1, 


1— Ä> 
Iches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 

rkommen  wird.  Ist  6  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  \v2, 
thut  man  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  Terwan- 
In  und  zur  Abkürzung 

x'^dx 


h 


Vi— a?^ 
setzen.     Man  findet 


=  a 


m 


N 


1  — ««a?» 

dx 

1  — a?2 


d  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  V  bezeichneten  Inte- 
ale  nach  den  Formeln 

rj  .  77     _  (m— 1)^^-8  — g?"*~^  Vi— g?^ 

ük  =  arc^ma?,      ^m  =  ^ ^  • 

m 

Wenn  dagegen  £  wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
fundene  Reihe  6)  eine  so  langsame  Gonvergenz,  dasB  man  eine 
ir  grosse  Menge  von  Reihengliedem  summiren  müsste,  um  eine 
r  massige  Genauigkeit  zu  erreichen;  dann  sind  folgende  Transfer- 
,tionen  von  Nutzen. 

Man  hat  identisch 

1   hier  lässt  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirende 
Jie  verwandeln,  sobald 
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1— a?a     = 


=  2  —  «« 


ist;  dies  giebt 

J  l^  2      1-»»  2.4    (!-»»)«    ^        i 

Durch  Integration  der  einzelnen  Reihenglieder*)  erhSit  man 


TS! 


8) 


=  C(mst.  +  a?  H — - — Vi—~ — ^— ^  Fi4-:r- 7^ — ;r-^^"" 


2 


4 
1 


2.4       6 


2  — 6»* 
wobei  zur  Abkürzung 

/x**dx    _ 
(1— a?^  "" 
gesetzt  worden  ist    Mit  Hülfe  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  findet 
man  leicht 


9) 


-.  =  7'(1^)-* 


'''  =  iml n  l'l«'.-.  -  «»-D^'-l- 


2A?  — 2<(1— ic«) 
wonach  die  successiTe  Berechnung  von  Fj,  Fj  etc.  keine  Schwierig- 
keit bietet. 

Im  Fall  x^  die  angegebene  Grenze  übersteigt,  verliert  die  For- 
mel 8)  ihre  Anwendbarkeit;  man  benutzt  dann  die  identische  Glei* 
chung 


*)  Die  Befugniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn  man 
sich  för  den  Augenblick 

X^  M 

■z s  =  jr*  oder  x  z=z  ,. 

gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 


-!■■ 


Die  letzte  Reihe  schreitet  nach  Potenzen  von  jr  fort  und  daher  dür- 
fen ihre  einzelnen  Glieder  nach  §,  67  integrirt  werden,  wofern  (1  —  t^)z* 
ein  echter  Brach  ist;  durch  Restitution  des  Werthes  yon  s  gelangt  man 
nachher  zu  der  oben  angegebenen  Reihe. 
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J  V  T=^^=  /  \7—^^' 

J      K  1  — a^o?« 


iv'orin,  wegen  ä*  <;  1,  auch  immBr 

(1  — 62)a;2 


<1 


1  — ««a?» 
und  daher  die  Reihenentwickelong  erlanht  ist.     Dies  gieht 


f\ 


^2    1  — €>«:«  ^  2.4  (1  — «»«2)»^         * 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

=  Const.  +  »  +  |-  (1  -6»)TF,  +  1^  (1  -6«)»Fi  + 
dabei  ist 

wie  man  mittelst  der  Beduciionsformel  6)  in  §.  73  leicht  fiodei 

Endlich  liesse  sieb?  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus- 
fahren, dass  man  die  beiden  Gleichungen 

y  1— ««Ä»  =  1  —  |fi«a?«  —  |«*a?* 

1 

,.  ..,  ■■        =  1  +  la?a     4-1«*     +  .  . .  . 

V 1  —  Ä« 

mit  einander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet;  die 
Bechnung  ist  dann  ähnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
ersten  Beispieles. 

c  £s  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  bereits 
auf  anderem  Wege  der  Werth  dee  Integrales  in  geschlossener  Form 
entwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Constante  differiren 
und  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
Theorie  der  Beihen  gehörendes  Resultat  führt. 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 

^     dx^Hl-^x)  4-  Ci. 


/ 


1  +« 
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andererseits,  wenn  x  zwischen  —  1  nnd  -j-  1  liegt, 

/  dx  :=z  I  (1  —  X  +  x^ --x^  +  •  •  ')dx 

=  \x^lx^  +  lx^-'\x^  H l-ft, 

mithin  durch  Vergleichung 

1(1  +x)  +  Canst.  =  i«  —  |a;2  4-  |a?« 

—  1  <  a?  <  4-  1. 
Der  Werth  von  Const.  =  Ci  —  Ca   bestimmt  sich    durch  di 
Specialisirung  x  =  0;  man  findet  ConsL  =  0  und  kommt   dam 
auf  ein  bekanntes  Resultat  zuräck. 

Nach  demselben  Verfahren  lässt  sich  die  Reihe  für  arctanx  ta 
der  Gleichung 

j  ——dx  =/(l—a?«  4- «*  —  «•+  •  •  ')dx^ 
herleiten,  ebenso  die  Beihe  für  arcsmx  aus 

••x«<l. 
Ein  khidiches  ReBoltat  liefert  die  Gleichimg 

d.  i. 

1{X  4--V1  +  «»)  +  ÖWMfc 


~r  ^  2"  3"  "^  2.4  5         2.4.6  7    "^ 
Für  s  =  0  eriiilt  man  CSoMst  =  0,  mithin 

12)       K*  +  VT+^)  =  j--j3  +2:^5-- 

-i<«<  +  1. 

wie  achoD  in  §.  59  ervihnt  wtgwd«^ 


•    •    •    • 


•   •    • 


Cap.  XIII. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

§.  75. 

Differentiale  mit  Exponentialgrossen. 

I.    Enthält  die  zu  integrirende  Function  nur  Exponentialgrös- 
1,  ist  ulso  das  Integral  von  der  Form 


Jf{e^')dx, 


kann  es  mittelst  dar  Substitution 

.,- .  ^J^     "t  1   de 

c«*  =  £r,  mithin  a?  =  — ,  a«  = 

a  a    js 

f  ein  anderes  zurüi^efiihrt  werden,  worin  keine  Exponentialgrös^e 
»rkommt;  man  f»rhtil  nämlich 

Hiemach  ist  z.  R 

o/  6«*  +  6-«*  aj       .    1     jer  aj  ti^  +  l 

0 


=—arctane  +  Const,  =  ^  arctomU^'^)  4*  ChnsL 
a  a 

Als  zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

dg 


7  Vi4-e«*   ^~  aJ  YIT- 


r  1  -|-  if  =  «^  woraus  V  1  +£r  =  f*,  jef  =  f**  —  1  und  de'==^2udu 
Igen,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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aj  u^  —  l        a     \t*  + 1/    ' 
mithin  ist  durch  Restitation  der  Werthe  von  u  und  0 


4) 


n.    Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differential  Exponen» 
tialgrössen  und  Potenzen  enthält.    Die  einfachste  Form  eines  solchen 
.   Integrales  ist 


/' 


und  es  liegt  nahe,  die  Begel  der  partiellen  Integration 

/  uvd%  =  u  I  vdx  —  I  ^^  I  ^^^ 
darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

e'^'dx  = h  Const. 

Gebraudi  macht;  man  findet  so 

x^e^^dx  = /  x^-'^e^^dx. 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährend 
verkleinernd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurflckkommen ;  in  der  That 
erhalt  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  f.' 

.    ,     •N     »w(»i — 1)..2.11  .    ^ 

...  ^  (-l)m     ^     ^^^^ Je-*  +  ckmst. 

Hiernach  lasst  sich  auch  das  Integral 

(p(x)e^''dx 


)^e^*dx 

•m— f 


/• 


entwickeln,  wenn  ^{x)  unter  der  Form  A  +  Bx  +  Cx'^  +  ©tc.  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  —  n»  -j-  1  an  die  Stelle  von  m 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 
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welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  l  benutzt  werden  kann. 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbrauchbares  Resultat  und 
es  bleibt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihenverwandlung  vorzuneh- 
men; vermöge  der  für  alle  x  geltenden  Gleichung 

c«'         1     ,    a    ,    a^x    ,      a^x^     . 

=  ~  +  1"  +  T"!:  +  ^  ft  o  + 


•    •    • 


X  «    '     1     '    1.2    "    1.2.3 

erhält  man 

9)  j  —e^'dx  =  Const.  +  Ix 

,    1    aa?  ,    1  (ax)^  ,    1     (aa?)*     , 
^1     1^2    1.2^3   1.2.3  ^ 

und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  9n  =  2,  3,  •  •  .  die 
Werthe  der  Integrale 

der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 
das  Integral 


/ 


if(x)e^'dx,  worin  ^(a?)  =  A  -\ 1 5'+'**» 


jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Fixponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen«  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

1 


/i 


e'dx^ 


VT+aj2 
so  kann  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 

vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 

griren;  ist  dagegen  a?  >  1 ,  so  wird  man  a;  V/  1  +  —  für  yl  -f-  aj^ 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form: 

SohlOmilch)  Analysia.  23 
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J  xl        2  0?»^  2.4  a;*        2.4.6  a^  ^  J 

geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 

§.76. 
Logarithmisohe  Differentiale. 

Enthält  das  zu  integrirende  Differential   nur  Logarithmen  b 
der  Weise,  dass 

JfQe)dz 

das  fragliohe  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 
1)  le  =  y,  also  0  =  e»,  de  =  e'dy 

gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

wo  nun  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  benutzt  wer 
den  können. 

So  hat  man  i.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

jQM)»dM  =  Jy^t^dy 

rsFy«— iliy«-»  +  m(i»  — l)y— « +  (— l)«i»(m  — 1..2.lJ<J^ 

und  indem  man  d^n  Werih  von  jf  wieder  öneetst: 

3)  f(U)-^  da  =  [(Jjr)«  -  »•(?#)—»  +  m{m  -  1) (?#)•-« 

4-  (--l)«iii(»i  — l),..2.1Jjr  +  ömrf. 

Auf  gleiche  Wf^ee  erhält  man  mittebt  der  Fonnel  9)  dea  von- 
gen  Par^ign^ihen: 

4)  7  77  =  *^^  +  '^''> 


•  •  .  • 


mild  au$  d«r  Fv>rwe)  S"^ 


IH*  «ttt«r  Xtvv  l^  *i^?(;pfKw>«  SdbMttwkäiMi  üi  «m^  bü  dem 


/ 
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Bf^fQe)  de 
vortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlicb 

6)  Jzl^fQe)da  =  Je^f'^^'^yf{y)dy. 

So  ist  z.  B.  für  den  speciellen  Fall  (i  =  —  1,  fQe)  =  Qe)^: 

7)  l  —  (lz)'^de=  I  y^du=^^^-—  ■}-  Const. 
•                  t/    e  J  m  + 1 

und  in  dem  Ausnahmefalle  m  •=•  —  1 : 

Für  ein  von  —  1  verschiedenes  \i  und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6}  zunächst: 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

,     .      ,.     *w(*w  — 1)...2.11    „.,    ,    xY 
+  (-1)"    V  +  l)«-^'     \ef*^' +  dornt. 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen    die  Integrationen  logarithmi- 
scher Differentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 

Als  Beispiel  diene  das  Integral 

worin  1  +  ^  positiv,  mithin  e  zwischen  — 1  und  -j-oo  enthalten 
sein  muss,  wenn  1(1  -f~  ^)  i'eelle  Werthe  haben  soll.  Behufs  der  Rei- 
henentwickelung sind  hier  die  beiden  Fälle  —  1  <^  0  <^  -{-  1  und 
js  ^  -\-  1  zu  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ist 

folglich 

^<^>         J  ^^^'  =  C^ö»«*-  +  TT  -  "27  +  "F  - 

~  1  <  «  <  -h  1. 

23 


•    •    . 


ß 


•    .    t   • 


.    .    • 


dz 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Transformation 

,,11  11,11 

und  erhält 

11)  /iL±^) 

jer  >  1. 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,  weil  die 

Substitution  —  =  o;  zu  einer  nach  Potenzen  von  x  fortgehenden 
Reihe  fahren  würde. 


§.  77. 
Rein  i^oniometrische  BifTerentiale« 

I.  Wenn  das  gegebene  Differential  nur  aus  den  verschiedenen 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  besteht^  wenn 
mithin^as  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


/ 


FisinUj  cosuj  tanu,  .  .  .)du 
enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 

cosu  =  V  1  —  stn^Uf        tanu  =     .  ,  etc. 

V  1  — sin^u 

bedienen,  um    alle  vorkommenden  Functionen    durch  sinu  auszu- 
drücken; das  Integral  erhält  dann  die  Form 


/ 


f(sinü)  du, 

wobei  immer  vorausgesetzt  werden  dar^  dass  u  zwischen  -->  1 9r  und 

-|- 1  sr  enthalten  sei.     Mit  Hülfe  der  Substitution 

dx 
sinu  =  »,         du  =    ' 


vi^ 


X' 


ergiebt  sich  nun 


//(*..,.. =/^£. 


/' 
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tid  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeführt,  welches 
3ine  goniometrischen  Functionen  mehr  enthält. 

Nach  diesem  Yerfahren  hat  man  z.  B. 

r     ^       r     du  r  d» 

2     Vi— a;/        2     \1  — 5tnu/ 
id  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

secudu  =  lt(m(\%  +  \u)  +  C. 
Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

r     ,       r  du       r    dx 

I  c$cudu=    /  — : — =    /     ^y 

_  _  ^/1  +  Vl— a?^\  ^  _  Jl^-cosuX 

\  a?  /  \    sinu    ) 

ler  kürzer 

cscudu  =  Itanlu  -{-  C» 
Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 
/  sinPu  cos^u  d(tt  =  /  a?*»  (1  —  oo^Jä^«""^^  ö(a? ; 

if  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductions- 
rmeln  des  §.  73  anwendbar,  wobei  a=  1,  &=  —  l,  m=p  +  1, 
=  2,  s  =  |(g  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
tn  X  ==  sinu  und  dx  =  cosudu  wieder  ein,  so  gelangt» man  zu 
Igenden  Gleichungen 

sinPucos^udu 


/' 


/• 


stnP-^^ucos'f-^u    ,    g  — 1    r.     ^,  o    ^ 

r^ 1 r^  /  stnP-^^ucos9~^udu 

p  +  l  i>  + 1*/ 

sinP-^ucos^  +  ^u   ,   i>—  1    r  .  «_«        ^.o     , 
—- \-  I  stnP    ^ucos^-^^udu 

3+  1  fl  +  1«/ 

r-^ h         7  '       /  stnP  +  ^ucos^udu 

sinP'~^ucos^'^^u 

sinP-^^ucos^-^u    ,    g— 1    T.«        «L.«     , 
; \-  ^ —  /  stnPucos^    ^udu 

P  +  ä  p  +  aJ 

sinP^^ucos^^^u       p  +  a  +  2  f,^,^,,,,^.^^^^ 
(Z  +  1  ^      3  +  1   J 


+  ^— : —  /  sinP^^ucos^udu 

p  +  qJ 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  nrsprünglicbe  Int^gnl 
auf  ^in  anderes  derselben  Art  zurück ,  worin  p  oder  q  oder  beid« 
um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte  Aof 
Wendung  der  genannten  Reductionsformeln  führt  schliesslich  auf  ein 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  sinu  und  cosu  nicht  ausserhalb 
des  Intervalles  —  1  bis  +1  liegen.  Sind  p  und  q  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen ,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgen- 
den Integrale 

/  du,  /  sinu  dUf  j  cosu  du, 


/sinu  cosu  du,       1  —. —  »      /  • 
J  stnu       J 

/ianuduy       1  cotudu.       1 


du 
cosu 

du 


sinu  cosu 

die  Bämmtlich  durch  die  Substitution  stnt«  =  a;  entwickelt  werden 
können.  So  erhält  man  z.  B.,  wenn  p  und  q  positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 


4)      für  gerade  |>,      /  sinPudu 


^p--^  ^  (i>— 2)  Q)— 4) 

(j>-l)(p~3)...3 
••••+(l>-2)(i>~4)...2^^** 

(p-l)(p^3)...3.1 
^l>(i>-2)(i>-4)...4.2*'  +  ^'^- 


5)      fiir  ungerade  p^       I  sin^u  di$ 


cosh\   .  .    ,      •  1*  — 1    .  •    «     .  (P — 1)(P — 3)   .        ^     , 
P    f  P  —  ^  Cl»— 2)(p— 4) 


•  •  •  • 


.   (|»-l)(p-3)...4.2{ 
+  (j,_a)u,_4)...3.ll  +  ^"^-' 

6)      f&r  gontdo  {,  /  a«« u  dm 

w— iHa  — 3>...3       j 
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7)  für  ungerade  g,       /  costudu 

2     f  ^  q-2  ^(3_2)(3  — 4)  ^ 

8)  für  gerade  j),  /  ton'^wdfw 

tcmP^^u       tanP-'^u       tan^^^u 

+ 


t  • 


1>  — 1  i)  — 3  p  — 5 

+    (_l)|P-1^4.(_l)|P„+C; 


9)       für  ungerade  jp,       /  ^an^u(2u 


tanP^^u       tanP^^u        tanP^^u 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 

I  smPudu   und    I  costudu 

auch  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen«     Bei  geraden  m  hat  man 
nämlich  (s.  §.  56  Formel  11) 

(— l)a"*2«»"-ism"»w 
=  (fn)oco$mu  —  (m)iCos(m  —  2)u-}-  {m)2C0s(m  —  4)w —  ... 


im— 1 


•  •  •  +  (-l)5'"~'(»»)l„_iCOS2tt  +  (-l)S"i(n.)i„ 
und  daraus  folgt  sehr  leicht 
10)      für  gerade  m,        /  sin^u  du 


\m 


( — l)a    (s^nmu       .  .  stn(m  —  2)««  ,    .  ^  8tn(m  —  4)u 
2"»-i    im  ^  ^^      m  —  2        ^   ^  ^*      tw  — 4 

8in2u 


•   4   • 


•     • 


+  (-1).'»    '(w)i^_j^_  +  (-l).    (»»)i„2-j+    G 
Auf  ähnliche  Weise  eihält  man 
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11)  fftr  ungerade  m,  f  tin^udu, 

_  (-  l)i<'»^»  (eo$mu  eosjm  -  2)u  eos(m—^y» 

—       25iJ=i       [^  ^*"^       m-2       ■*"  ^"^     «  —  4 

12)  für  gerade  i»,  /  cos^tic^tt 


1 


im— I 


(sinmu           .  8in(m  —  2)u              stn(iit  — 4)w 
IT"  +  (*wJi  — S r  l»»>2  — — 1 —   "T 


•  •  •  • 


stn  2 1< 


•  •  •  +  Wi..,  -2-  +  (»^k^  2/  +  ^• 
18)     für  ungerade  m,  /  cos^udu 

=ir==-«{-;;r  +('"^'    »._2    +("»>»    m^-4    +•••• 

,    ,  .  sinu\    .    f, 

II.    Eine  iweite  Umwandlang  des  Integrales 

ht'nMxt  darin,  daas  man  alle  Torkommenden  goniometrischen  Fonc- 
tionon  durcli  cu;^m  ausdrückt^  wodurch  das  Integral  die  Form 

•rhjdt^  und  nachher 

(^^<ii  r=r  ^     mithin  «In  =  —  —s 


Vi  —  9» 

»ttWUtuirt;  dunit  {^»lMtgt  atui  nt  d«r  GlMckviig 

lui  WtMsx^nUioh^n  vst  di«ts<^  Red^ctKMi  tv»  der  Toriccm  niciit  Ter- 
$ch>^)^Y)  uxsl  wird  dah^T  keiner  Eriixturanf  dvtk  Bcii^ifile  he- 


lUs     Ma::^  Va^;^  dni^N»  ia$  Ini^^ral 


.^i« 
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auch  so  behandeln,  dass  man  erst  alle  goniometrischen  Fanctionen 
durch  tanu  ausdrückt,  wodurch  die  Form 

^(tanu)du 

entsteht,  und  nachher  die  Substitution 


/■ 


dis 
tanu  =  jef,        du  ^= 


1  +  ier« 
vornimmt;  letztere  giebt 


/.(.».)..= /tfif 


Diese  Transformation  bietet  den  Yortheil,   dass   sie  zu  einer 
rationalen  Form  fuhrt,  wenn  if{e)  eine  rationale  Function  ist. 

Beispielsweis  liat  man 

woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade p  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beii^iel  ist 

r du _     r       dz 

J  a^cQS^u  +  ß^sin^u  ~  J  a^  J^  ß^gi 

=  —3  arctan  —  =  — 3  arctan h  G 

oiß  a         aß  a  ' 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 

Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

r cos^udu 

^^^  J  (a^cos^'u 


+  ßhin^uy 

cosusinu  ,        1  .      ßtanu    .     ^ 

+  TTZTS  »^^ö»  ^-Z—  +  G' 


2a»(«2cas»M  +  ß^sin^u)    '    2  a^  ß  a 

sin^udu 

(ccHos^u  +■  ß'^sin^uy 

cosusinu  ,        1  ^      ßtanu   ,    ^ 

+   o    iga  aräan h  0, 


~        2ß^(oc^cos^u+  ßHin^u)    '     2aß^  a 

und  durch  Addition  der  Formeln  14)  und  15) 

du 

(aUos^u  +  ß^sin^uy 

ß2  —  «2  cosusinu  ,    /5^  +  a*       .      ßtanu    .    ^ 

—  C- . -4-  ^ — ^-r—  aräan \-  C, 

""    2  «2^2    a^cos^u  +  ßHin^u  2a»ß^  a 
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ly.     Als  letzte  nnd  meistens  zweckmässig^ste  TransformatioD 
des  Integrales 

F(sinu^  casu^  tanu,  .  .  .)du 


f' 


erwähnen  wir  diejenige,  welche  aus  der  Snhstitutioii 

tan\u  =  i 
hervorgeht.     Zufolge  derselben  ist  nämlich 

2t  1  —  ^«  2* 

8tnu  =  . — ; — r..    C08U  =  - — : — -.,    tanu  = 


1  +  r^'  1  +  *«'  1  —  t^ 

2dt 

du  = : 

1  +  e»' 

das  obige  Integral  erhält  jetzt  die  Form 

r    /    2t      l  —  t^      2t  \    2dt 

und  diese  ist  von  selbst  rational,  wenn  in  der  Function  F  Ursprünge 
lieh  keine  Wurzeln  vorkomnxen. 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

r ^ =  2^ ^^ 

J  acosu  +  ßsmu  +  y  J  cc  +  y  +  2ßt  +  (a  —  y)t^' 

die  Integration   in  Beziehung  auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  •  und 
liefert  nach  Restitution  des  Werthes  t  =  tan^u 

r du 

J  acosu  +  ßsinu  +  y 
1  ^     ß  +  (a  —  y)tanlu  ,   ^   ««  ,     ,^  , 

Va*  —  /32  —  y2  ]/««  _  /J2  _  y» 

^  +  (7,  ß^  +  y^=  a», 


ß  +  (a  —  y)tan^u 


^  1  Wß^(cc  —  y)tanlu—Vß^  +  V^  —  a^  _,_  ß^ 

2I//32  +  y2  _  «2  \ß+(a  —  y)tanlu+Vß^  +  y'^—a^/ 

/3«  +  y«  >  «>. 

§.78. 
Gemischt  goniometrische  Differentiale. 

I.     Wir  betrachten   zunächst  den  Fall,   wo  Sinus  oder  Cosinus 
in  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Integrale 


/ 


u'^sinßudu. 
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Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergiebt'isich  sehr 
leicht 

/«  •    Ä    j                 u^cosßu    ,     tn    r  ^    ^       o     j 
u^stnpudu  = -^ 1"  "3"  /  u        cosßudu; 

femer  ist,  wenn   man  daBselbe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

u^    ^cosßudu  = 3 — -^ —  /  u^—^stnpuau, 

mithin  durch  Substitution  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

t\  r  n,  •   a    j                u^cosßu    .    mu^—^sinßu 
l)J  W^smßudu  = -ü-  ^ -^ — ^ 

p2     J 

Hiemach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
führt werden,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  u  um  2  kleiner  ist.  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


smßudu  = -^ 1-  C, 

.   a     ,               ucosßu    ,    sinßu   ,    ^ 
ustnßudu  = ^ 1 -^ 1-  C, 


ß     '    ß' 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
für  I»  =  1  folgt. 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  m  =  —  w  +  2 
und  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

Csinßu  ^ sinßu  ßcosßu 

^     J  ""w^  (n— l)u»-i  ""  (n— l)(n  — 2)tt»-« 

ß^ r sinßu  - 

""  (n— i)(n  — 2)7  11^^^ 
Für  91=  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  nichts  übrig,   als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  inte- 
griren.     Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 

^,     Csinßu^         ^   ,    l  ßu         1     ß^u^     .     1      ß^u^ 

S)    I  — ^-—  du=C  A •  •  • : 

o)  j       ^     '^'^  ^^  i     i  31. 2. 3^51. 2. .5 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theil weise  Integration 

^.  Csinßu  ,  sinßu    ,    ^    Ccosßu  , 

4)  /  — ^du  — ^ V  ß  I  äu^ 

J      u^  u  J       u 


/• 
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and  vermöge  der  Cosinusreihe 

'     J       u  ^  T  ^^         2    1.2    ^  4   1.2. .4 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückzuföhren. 

Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative 
ganze  Zahl ,  so  lässt  er  sich  zwar  mittelst  der  Formeln  1)  und  2) 
vergrössem  oder  verkleinem,  am  Ende  wird  man  aber  doch  zur  Inte» 
gration  durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Inte- 
gral 

u^cosßudu 
und  liefern  zunächst  die  Reductionsformel 

6)  /  u'^cosßu  du  = j^^—  H Q^ — ^-— 

^—^^ — -  I  u^^^cosßudu^ 

welche  bei  ganzen  positiven  m  auf  eines  der  beiden  Integrale 

/-     -          sinßu 
cosßudu  =1  -— g \-  (7, 

/^     ,          usinßu    ,    cosßu    .    ^ 
ucosßudu  = — -^ 1 -^ 1-  C 

zurückführt.     Für  m  ■=  —  n  '\-  2  ergiebt  sich  durch  Umkehrung 
von  Nr.  6) 

.       p cosßu cosßu ßsinßu 

^^     J^-i^^^—       (n— l)t*»-i  "*"  (n— l)(n— 2)w«-» 

ß^ Ccosßu 

(n— i)(w— 2)7  i;r^=2- 

Auf  die  speciellen  Fälle  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  ange- 
gebene Reihe,  im  zweiten  Falle  hat  man  erst  durch  partielle  Inte- 
gration 

Ceosßu  ^  cosßu       p    rsinßu  , 

und  entwickelt  dann  das  Integral   rechter  Hand  nach  Nr.  3).      Im 
üebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 
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f  die  in  Nro.  3)  und  5)  betrachteten  Integrale  zurückzuführen« 
'j  der  Exponent  von  u  wader  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
•hl,  80  kann  man  ihn  zwar  vergrössem  oder  verkleinem,  muss  aber 
iliesslich  doch  Reihenentwickelungen  benutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin,  dass 
begrale  von  den  Formen 

/  /(**) sin ßu  du   und     /  f(u) cosßu  du 

endlicher  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn 

/(u)  =  Ä  +  Bu  +  C«2  H +  Ku^ 

,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
e)  unter  der  Form 

/(w)  =  ^  +  —  +  4- + •  •  •  +  -^ 

'^^  ^  ^    u    ^  u^  ^         ^  u^ 

bhalten  ist. 

IL    Wir  betrachten  zweitens  die  Combination  der  Exponential- 
osse  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

P=  J  e^^sinßu  du  und  Q=  J  e^^ cosßu  du. 
Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

_  '-e'^''cosßu  +  «C 

d  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfahrt, 

+  €«»stn/3w  —  aP 

Q  =  ^ J J 

i  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
und  Q,  nämlich 

/„^   .   o     ,          e^^(asinßu  —  ßcosßu)    ,    ^ 
e^^sinßudu== — ^^ ^^    ,    ^^ ^^-^  +  C, 

V              r  /y«       /.     ^          e^'^iacosßu  +  ßsinßu)     ,    ^ 
)  J  e^^  cosßu  du  =  — ^ &+^ +  ^• 

m.    Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

I  u^e'**8inßu  du  und   j  u^e^^  cosßu  du 
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gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlich  das 
erste  mit  P«,  das  zweite  mit  Q^,  so  findet  man  durch  theiliweiae 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Fonnelil  9)  und  10) 

^    W^e^^jacosßu  +  ß sinßu)  —  maQm-i  —  i^ß ^tn-i 

^«»  —  «*  +  /J^ 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  ve^ 
ringert  ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  m-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  P^  und  Q^  ausgedrückt,  durch  Po 
und  Qo,  welche  letzteren  Integrale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent- 
wickelten identisch  sind.   ^ 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 

//(tt)c««stn/3ttcfu    und   jf{u)e'='*C08ßudu 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  f{u)  ein€ 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  u  ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

I  f(u)e"^$inPudu    und     1  f(u)e'^*cosPu  du, 

falls  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
cosu  in  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfachen 
des  Bogens  u  auflösen ,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  integrabel.     So  hat  man  z.  B. 

/(tt)c«"cos^i*  du 

_JL   //(w)c«*(ros6t*+6ros4tt+ 15<»s2tt+ 10)da, 
wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 


ß 


/■ 


f(u)e^'^cosßu  du 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden»  ist  die  Hülfe 
unendliclier  Reihen  in  Ansprach  zu  nehmen. 
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§.  79. 
CyöldlüdtriBOhe  Differentiale. 

Enthält  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
aUein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differential  zurückzu- 
führen; mittelst  der  Substitution 

1)  arcsinm^=u,    x  =  sinu,    dx  ^=  cosudu 
erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  /  /(arcsinx)  dx  =  1  f(u)  cos  u  d  u. 

Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  I  f(arccosx)dx  =  —   I  f(u)sinudu,    u  =  arccosx, 

4)  /  /(ctrctan  x)dx=        J  f(u)sec^u  du^    u  =  ardanx^ 

5)  I  /(arccotx)  dx  =^  —  1  f(u)c8c^udut  u  =  arccotx. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

/  e"*'**^****  dx=   I  e^"  cosu  du 

acosu  +  sinu  «„   ,    ^      . 

=  — ^^rqri —  ^    +  ^^^" 

mithin  rückwärts  fftr  sinu  =  a?,  cosu  =  Vi  —  x^: 


/ 


a^  +  1 


Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  (arcsinx)^  dx    und     /  (arccosx)^  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f(x)ilf(x)dXf  wenn  rlf(x)  eine  cyclometrische  Function  und  f(x)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  von  f(x)  dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  ha% 
nämlich  für  ^(o:)  =  arcsinx: 
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/  arcsinxf{x)dx 
=  arcsinx  j  fix)  dx  —    /  dar^mx  J  f(x)dx 


oder 


1)  J  fix) arcsinx  dx  =  arcsinx  I  f(x)dx  —  /    ,  J  f{^)^^\ 
mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Foivieln  entwickelbar: 

2)  J  f(x)arecosx  dx  =  arccosx  I  fix)dx  +   I  -^==  I  f(x)dx, 

3)  J  f(x)arctanxdx  =  arctanx  I  f(x)dx  —   /      ,     ^   J  f(x)dx, 

*)    I  f(x)arccotxdx  =  arccotx  I  f(x)dx  +   /      ,     ^   J  f(^)^^ 

So  ist  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle /(o;)  =  1  nach  Nro.  1): 

5)  /  arcsinxdx  =  arcsinx  .  x  —   /  .,.  x 
J                                                 J  Vi— a?« 

=  xarcsinx  +  Vi — x^  +  CansL^ 
and  nach  Nro.  3): 

6)  /  arctanx  dx  =  ardanx  ,  x  —  / x 

^  J  y  l+a?« 

=  xarctanx  —  |I(1  +««)  +  Ckmst.\ 
uberhaopt  allgemeiner  &ür  fix)  =  x^^^z 

.  r  ^__,  ,  x"^ arcsinx         1      C  x^dx 

7)  /  X*    ^ arcsinxdx  = /     _ 

'        J  m  m  J  Yl  —X* ' 

«N  r  -    1     ^        j         x"^ ardanx         1      Px^dx 

8)  /  x^-^  arctanx  dx  = / zzL 

wo  die  rechter  Hand  vorkommoiden  Integrationen  bei  ganxem  poo- 
tiyen  m  jedeneit  ansiührbar  sind. 

£in  etwas  xnsammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
ton&chst  nach  Nro.  3) 

/..  *       ardanx  dx  =  —  arctanx  .Vi— x»  +   /i-ilZf!/?- 
lenier 
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J    l+ic«     ^~J  l+a;2  Vi_a;« 


dx 


7  il+a;2        ^SVT^t 

/l  dx 

-— — -  —  arcsinx. 

l+X^  y  1— a;2 


Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in   dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


A 


1  dx  1        ^        xV2 


und  durch  Substitution  dieses  Werthes: 


/ 


,  y  ■■         arctanxdx  =  — Vi — rc^  ardano? 
Vi— a;2 


a:VT 


4-  V2  arcfan  ,  >  —  arcsinx  +  C 


Lässt  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  beweA- 
Btelligen  suchen. 


Sohlömilcht  Analysis.  1^ 


Cap.  XIV. 

Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 

§.  80. 
Quadrattiren  in  Parallelcoordinaten. 


Schon,  in  §.  64  haben  viiv  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integral 
als  die  ebene  Fläche  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Abscb- 
senachse,  zwei  darauf  senkrechten  Ordinaten  und  einer  Curve  begrenst 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  Construction ,  um  den 
Begriff  des  Integrales  zu  veranschaulichen,  hier  soll  sie  zur  Bestim- 
mung der  Fläche  einer  gegebenen  Plancurve  dienen.  Zugleich  ver- 
allgemeinem wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  beliebi- 
gen schiefwinkligen  Coordinatensystemes. 

In  Fig.  41  sei  ^XOY=  y,  OM=x,  MP=y  und  y=f(x) 

die  Gleichung  der  Curve  HPQT\y 


Fig.  41. 


^Jü  =2  ^x  ,  NQ  .  sin  y. 


ferner  die  Fläche  QMPH  =  ü 
und  MMi  =  ^x  ein  beliebiger 
Zuwachs  der  Abscisse  a?;  die  ent- 
sprechende Flächenzunahme 
MMiPiP  =  ^U  kann  einem 
Parallelogramme  verglichen  wer- 
den, welches  MMi  zur  einen 
Seite  und  eine  gewisse,  zwischen 
MP  und  Ml  Pi  eingeschaltete  Or- 
dinate NQ  zur  anderen  Seite  hat, 
daher 

-^--  —  NQ.stny. 
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Aus  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Curve  stetig 

verläuft,  zieht  man 

du 

—  =  ystnr 

und  umgekehrt  durch  Integration 

1)  U  =  siny  1  ydx  4-  Const, 

Die  Bedeutung  der  wiUkührlichen  Constanten  besteht  darin,  dass 
BS  für  die.  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
3rdinate  QH  ah  die  Fläche  CT  gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
3ine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangöordinate 
licht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  Xq  die  Abscisse  OQ  der 
Infangsordinate  GH^  so  muss  U  =  0  werden,  wenn  x  den  Special- 
werth  a;  =  0^0  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
üe  Gonstante,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden« 

a.    Die  Parabel.     Aus  der  bekannten  Gleichung 


y  = 

srgpiebt  sich  augenblicklich 

U  = 


2p 
Bq 


—  JL 

+  Const 


Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
U  gleich  der  Fläche  OMF  sein,  so  müssen  x  und  U*  gleichzeitig  ver- 
(ch winden;  dies  giebt  0  =  0-^  C(msl»<t  mithin 

'  33  3      ^ 

Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 


Fig.  42. 


O 


N 


0L:B  =  \xy  —  \L OMP  sein 
muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare 'Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  MiP^  i^J^d 
M2P2  in  den  Abständen  MMi^=^ 
M1M2  =  ^  und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MP  und  M2P2 
nämlich  (Fig.  42) 


MM^P^P=  OM2P2  —  OMP 


Sq 


Sq 


8 


24* 
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oder  auch 


Milf,P,P  =  |Ä[^  +  4(^  +  ^V^^  +  ' 


m 


a  a  a 

BezeicHnen  wir  die  drei  Ordinaten  Jf  P,  Mi  Pi,  -Mg  Pj  mit  y,  j^i,  jfj, 
80  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

Um  dieses  Resultat  zu  verallgem einem,  legen  wir  durch  einen  bdie- 
bigen  Punkt  ff  ein  neues  Coordinatensystem  parallel  dem  fruherai; 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  O'X'  sei  MN  =  h  und 

NP=.ri=y  +  h,  i^iPi  =  i?i  =  2^i +5,  N^P^=fi2  =th+^ 
Nach  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  NN2P2P  =  Rechteck  MN2M2M  +  Fläche  ^fJtfiPgP 

und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

3)  Fläche  NN,  P2  P  =  |  ä  (1?  +  4  i?i  +  %). 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Pi,  P2,  deren  Ordi- 
naten gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  der 
Ordiuatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  para^ 
bolischen  Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter 
jener  Parabel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreis  und  Ellipse.  Die  Mittelpunktsgleichung  des  Krei- 
ses sei 

y  =zYa^  —  a?2; 
es  wird  dann 


Fig.  43. 


F  M 


Versteht  man  unter  U  die  Fläche 
COMQ  (Fig.  43),  so  muss  für  a:=0 
auch  U  =  0  werden;  dies  giebt 
Gonst,  =  0  und 

4)  U=  \xVa^  —  x^ 

4-  la^  aresin , 

*  a 

was  geometrisch  bedeutet,  dass  V 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  dem 
Kreissector  COQ  besteht. 
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P  ur  die  Ellipse  sei   die  Ordinate  MF  =  yi   und  die  Fläche 
B  OMF  =  üi ;  man  hat  dann 

a 
Ui  =  -^hx  Va2  —  x'^  +  l  a^  aresin  — J 
oder 

5)  yj=4-y,      Ui=-^U, 

a  a 

wo  ff  und  ?7  die  vorige  Bedeutung  hahen.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
lässt  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückführen.  Die 
Fläche  des  Ellipsenquadranten  ist  hiernach 

a        4  4 

und  die  ganze  Ellipsenfläche  ^=:  Ttah  =  ?r(y  ab)',  worin  ein  leicht 
auszusprechender  Satz  liegt. 

c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
rechtwinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  genommen  wird, 

h 


^         a 


mithin  ist 


ü  =  —  lYx^'—a^dx 
a  J 

Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 
Fig.  44.  d.  L  CT  =  Fläche  GMP  zu  setzen 

(Fig.  44);  für  a?  =  OG  =  a  wird 
d/  /  dann  ü"  =  0  und 

0  =  —  \ana  4-  C, 
wodurch  sich  der  Werth  von  G  be- 
^_        stimmt.    Man  erhält  nach  Substitu- 
0  A.  N  tion  desselben 

oder  in  eleganterer  Form 
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6)  U^l[xy-ahl{-^  +  -|-)]. 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Qaadratur  der  Hyperbel,  wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  oimmif,  OA  =  OB 
=  |Va2  +  62  z=k,AAOB  =  y,  ON  =  S,  NF  =  fl  und  die 
Flache  CANP  =  Sl  setzt;  es  wird  nämlich 

ß  =  Jo^sinyf-j-^^  =  Jc^sinyQ^  +  C). 

Für  ^  =z  Je  musB  Sl  verschwinden,  daher  ist  0  =  2Ä;  4~   Of  mithm 
G  =  —  Ih  und 

7)  Sl  =  hUiny  jf-j-y 

Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  =  V2 
ist,  wird  Ä;  =  1,  y  =  \^  und  i2  =  2|;  zufolge  dieses  sehr  einÜEtchen 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmen  der  Basis  e  hyperbo- 
lische Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  21  (auf  S.  95) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  Differentialgleichung  der  Curve 


dy 


=Y^ 


—  X 


X 


dx\ 


um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,   ersetzen  wir  die  Gleichung 
1)  durch  die  folgende 

U  =  yx  --  I  xdy, 
welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

U  =  xy  --  J  dxV  2ax  —  x^ 

Fig.  45.  Die    geometrische   Bedeutung 

A  des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 

grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise  CQD  (Figur  45) 
V2ax  —  x^  =  MQ,  also 

^dxV2aX'-x^ 


/■ 


=  Fläche  CMQ  +  Gonst. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
V  =  xy--  Fläche  CMQ  +  Gmsi. 
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Verstehen  wir  unter  TJ  die  Fläche  CMF,  so  wird  f ur  a;  =  0 
gleichzeitig  ü  z=  0  und  CMQ  =  0,  mithin  auch  Canst.  =  0»  also 

ü  =  xy.—  Fläche  CMQ  oder  xy  --  ü  =  Fläche  CMQ; 

geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CPB  und  CMQ  gleich 
sind;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  Speciell 
für  X  =  a  ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  CDA  =  l^ra^,  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dem  Dreifiachen  von  der  Fläche  des  er^ 
zeugenden  Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives*^,  etwa 
y  =  —  <p(^)i  wird  nämlich  F  negativ  =  —  f<p(x)dx,  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Nega- 
tiven ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
und  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  die 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 
Fig.  47.  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 

ist  die  Gleichung  der  Parabel  ^ 

F  =  i«(-^-i>)  +  Cofist., 

und  'wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 
ist  Const.  =  0.  lieber  der  Abscisse  OG  =  p  V^  steht  demnach 
die  Fläche  _       -    i/-r/i>^-3  \ 

*)  Ein  Rechteck  MM^  PiP  (Fig.  46)  dessen 
Basis  MMi  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist ,  hat  zur  Fläche  das  Product 
—  MMi .  MPf  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenachse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil  eine  Fläche  immer  als  Grenze  einer 
Rechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  64). 
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Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OAB  und  ACd 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müss^i;  mtn 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OA  =  p: , 
Fläche  OAB  =  —  |i)2  =  —  I  .  OB  .  OA, 

was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.  Um  die  zwdie 
Fläche  A  CD  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  F  vom 
Punkte  A  aus,  so  dass  F  für  x  =  p  verschwindet;  dies  giebt  nr 
Constantenbestimmung  0  =  —  Ip^  +  Const^t  also 

.2 


F=lx 


2 


{■k  -  ^)  + ''^'•' 


für  a?  =r  |)  Vo  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ACD  =  |i)«, 
dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.     Die  algebraische  Summe  der  Flächen    OAB  und 
A  CD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  =  |j)3. 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  CorTe 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
X  =  2a  stehende  Fläche  der  Gurve 

y  =  7 TT»  (b  und  a  positiv) 

(a  —  x)^    ^  '^ 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Bücksicht 

F  =  b»  fj-^.  =  -^  4-  Consta 
J  (a  —  xy       a  —  X 

und  weil  vom  Anfange  der  Coordinaten  her  F  =  0  wird  für  «  =  0: 


0  = h  Const.j 

a 


also 


a  —  X         a 

• 

endlich  für  o;  =  2a 

fc3                58 

F — 

a           a 

25» 
a 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Besultates  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Gurve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  a;=:2a 
liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten  Theilen,  ior 
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dem  y  für  X  =  a  discontinuirlich  wird  und  zn  x  =  a  -\-  u  und  zu 
X  =  a  —  u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Ab8ci8sea?=a—0 
stehenden  Fläche  und  letztere 


a  —  (a  —  0)  a  a 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv;  daher  ist  auch  JP=  oo, 

§.81. 
Quadraturen  in  Polarcoordinaten. 

Wenn   die  Gleichung  einer    Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
OP  =  r,^POX=0  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 

Fig.  48.  r  =  /(Ö) 

dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
di^  Sectorfläche  -4. 0P=  S  zu  ermit- 
teln, welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  Ö  um 
Z.  PO  Fl  =^di  so  nimmt  S  zu  um 
die  Sectorfläche  POPi  =  ^S;  diese 
ist  einem  Kreis^ector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Centriwinkel  und 
einen  mittleren  Vector  OQ  zum  Badius  hat,  mithin  ist 

^S  =  10^*^9    oder    A^^lÖQ'. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende  ^0  und  ^S 

dti    "^»^' 

folglich  umgekehrt 

1)  S  =  l  Cr^dd  +  Const 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  S  =  0 
werden  muss,  wenn  6  den  Special werth  Z.  AOX  erhält  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.    Die  Kegelschnitte.    Als  allgemeine  Polargleichung  die- 
ser Gurven  hat  man  (§.  24,  S.  104) 
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r  = 


1  +  scasO' 


mithin 


S=b*/(i4.1%»  +  C^-' 


wobei  die  drei  Fälle  €  <  1 ,  6  =  1  und  €  >  1  zu  unterscheiden 
sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  £  <;  1,  so  giebt  die 
Ausfuhrung  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

wobei  68  keiner  Constante  bedarf,  falls  der  Sector  von  der  grossen 
Fig.  49.  Achse  an  gerechnet  wird  (A  FF=  Q, 

also  gleichzeitig  mit  0  verschwinden 
muss.  Man  kann  der  obigen  Formel 
eine  viel  einfachere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  p  durch  a  und  €  aos- 
drückt  und  einen  neuen  Winkel  o 
einfuhrt,  der  dadurch  entsteht,  dass 
die  Ordinate  MF  (Fig.  49)  verlän- 
gert wird,  bis  sie  den  mit  a  beschrie- 
benen Kreis  in  Q  schneidet,  und  QO 
gezogen  wird.  Ftbr  ^  AOQ  =  o 
ist  nämlich 

acosa  —  ae  =z  rcosO 
oder  wegen  a  =  p  :  (l  —  f ')  und  vermöge  des  Werthes  von  r   • 

casG)  —  6   cosO 

1  —  ««     ~  l  +  ecosO  ' 
daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab: 


cosd  = 


C0S(O  —  £ 

I  —  £coso' 


sinO  = 


Vi  —  a^sina 
1  —  Bcasfo 


mittelst  deren  sich  ergiebt 

S  =  |a«Vl  — e«(cD  — £stfio), 

wo  ayl  —  £'  die  kleine  Halbachse  der  EUlipse  bedeutet.  Ist  nun  0 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Sectors  8  auf  die  Woise^ 
dass  man  erst  o  mittelst  der  Formel 


1) 
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tan\(o  =  y  Y 


—  6 


taniO 


berechnet  and  nacliher  8  mittelst  der  Formel 

2)  S  =  |aft(c}-- £smo). 

Die  Fälle  £  =  1  und  fi  >  1  gestatten  eine  ähnliche  Behand- 
lung, die  aber  zu  weniger  eleganten  Resultaten  führt. 

b.    Die  Lemniscate.     Aus  der  Gleichung  (S.  106) 

r«  =  a^cos20 
ergiebt  sich  sofort 

3)  8  =  \aUin2d, 

wobei  es  keiner  Int^prationsconstante  bedarf,  wenn  man  den  Sector 
mit  Ö  =  0  anfangen  lässt,  also  =  ^OP  setzt  (Fig.  50).  Für 
ö  =  }ä  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranten  =  J a*; 
die  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
constroirtes  Quadrat. 

Fig.  60.  Fig.  61. 


c  Die  Ereisevolvente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
winke!  AOQ=^G}  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
entwickelten  Formeln 

und  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  S  den  mit  o  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Sector  AOF  versteht  (Fig.  51), 

4)  S  =  Ja2ai». 

Um  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
eixichten  wir  im  Endpunkte  des  Yectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
welche  die  verlängerte  P  Q  in  22  schneidet ;  es  ist  dann  PQ  =  a  o, 
QB  =  aw^^  mithin  der  Sector  A  OP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
Dreiecksfläche  PQE. 

Aendert  sich  der  Badiusvector  irgend  einer  Curve  sprongweis 
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innerhalb  des  za  quadrirenden  Sectors,  so  bestellt  letzterer  aus  zwei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu  berech- 
nen sind. 


§.  82. 


Näherungsweise  Quadraturen.  ' 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  sei  (in  Fig.  52) 
AB  die  Basis  einer  Curvenfläche   ABDC,   OM  =  x  irgend  eine 

Fig.  52. 


Abscisse  und  MP  ==  y  =  f(x)  die  zugehörige  Ordinate;  theilen  wir 
AB  in  n  gleiche  Theile  und  ziehen  durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ordinate,  so  zerfällt  die  Fläche  ABDG  =  ü  ia  n  Streifen,  die  sich 
auf  verschiedene  Weise  näherungsweis  quadriren  lassen. 

Das  Einfachste  ist,  die  genannten  Streifen  als  Rechtecke  in 
betrachten,  welche  den  nten  Theil  von  AB  zur  gemeinschaftlieheii 
Basis  und  die  verschiedenen  Ordinaten  zu  Höhen  haben;  setzen  wir 

^  AB  =  h  und  bezeichnen  die  Ordinaten,  welche  den  Abscissen 
n 

OAt  OA  +  h,  OA  +  2Ä  etc.  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit  ^oi 

Vu  y2  etc.,  so  erhalten  wir  folgende  Näherungsformel 

1)  ü"  =  Ä(t/o  +  yi  +  2^2  H +  y»li). 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  dass 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinaus- 
kommt, die  n  einzelnen  Stücke  des  Bogen  s  GPD  als  gerade  Linien, 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies  giebt 
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2^2^  2 

und  bei  gehöriger  ZuBammenziehung 

2)  V  =  Ä(iyo  +  yi  +2^2  +  •••  +  yn-i  +  lyn). 

Bedeutend  grösser  wird  die  Annäherung,  wenn  man  die  ein* 
zelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  krumme  Linien,  und  zwar  am 
einfachsten  als  parabolische  Bögen  ansieht.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt 
man  für  n  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je  drei 
auf  einander  folgender  Ordinaten 

yo.  ^it^s;     ^2*  ^3*  3^4;     ^4«  yst  ^6  j  Qtc. 

durch  Parabeln  verbunden,  deren  Achsen  parallel  zur  ^- Achse  lie- 
gen*). Die  Fläche  rT  besteht  dann  aus  ^n  parabolischen  Doppel- 
streifen, welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

^  =  |Ä(yo  +  ^Vi  +  Vi)  +  1^0^2  +  4^8+^4)  + 

•  •  •  •  +  iÄ(.yn-2  +  4yn-i  +  Vf) 
oder 

3)        U  =  \h\if^  +  4(y, +y3+3^6+---  +  y«-i) 

+  2Q^2  +2^4+^6  + f-yn-2)  +  yj, 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson 'sehen  Regel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurtheilen 
zu  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht. Nennen  wir  F(x)  die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
OH  bis  zu  irgend  einer  Ordinate  MP  =  y  =  f{x)  reicht  ,*  so  ist 
der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f{x)  und  f{x  +  h)  lie- 


*)  Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  ||  OY  liegt,  ist  im  Allgemeinen 

wobei  a,  ß  die  Coordinaten  des  Scheitels  sind,  und  q  den  Parameter 
bezeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  lo'^O)  ^i'/i» 
^2^2  g^hen,  so  müssen  «r,  /9,  q  den  drei  Gleichungen 

«             ff-(^0~«)^        ,             o^(^l-«)^        ,             o  _  (^2  -  «)^ 
^0  —  P  = '  >      ^^l   --   P  = ,     ^2  —  P  = 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Werthe  für  «,  /J  und  q. 


382       Cap.  XIV.   §.  82.   Näherungsweise  Quadraturen. 

genden  Streifeiui  =  F(x  -^-h)  —  F(^)}  uach  dem  Taylor'schen 
Satze  liat  man  femer  bei  einstweiliger  Weglassung  des  Bestes 

F(x  +  Ä)  —  F(x)  =  hFix)  +  lh^F"(x)  +  jÄ'JP^'Ca?)  +  •  •  • 

oder,  weil  F'ix)  =  fix)  ist, 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  =  hfix)  +  \h^f{x)  +  !»»/'(«)  +  .  . . 

Als  Inhalt  des  Trapezes ,  dessen  parallele  Seiten  f{x)  und  /{ß  -f-  A) 
sind,  und  welches  h  zur  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

iÄ[/(«)  +  /(«  +  Ä)]  =  hj{x)   +  \h^f'{x)  +  i»»/"(«)  +  •  •  . 

mithin  als  Differenz  beider  Flächen 

F(ß  +  Ä)  -  F{x)  -  \h{f(?s)  +  fix  +  Ä)] 

=  -  ÄÄ»[Ä/'(x)  +  !*»/"(»)  +  hW^ip)  +  •••]• 

Die  eingeklammerte  Reihe  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung 

f{x-\-h)  -fix)  =  hfix)  +  ih*f"(x)  +  lh»/"(x)  +  . . ., 

daher  ist  durch  Addition 

Fix  +  Ä)  -  Fix)  -  lÄ  [fix)  +fix  +  Ä)]  4:  iÄ>  [fix  +  h)  -fix)] 

=  tIöÄ'/"^  +  i«5Ä*r(«)  +  •  •  •  • 
Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 
4)        9  (*)  =  Fix  +  Ä)  -  Fix)  -  \h  l/ix)  +  fix  +  h)] 

und  differenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  h\  dies 
giebt 

9'  CO  =  !(/(«  +  *)-  /(a^)]  -  I Ä  [2/  («  +  *)+/  («)] 

9"(Ä)  =  lE/'Ca!  +  h)  -fix)]  -  Ihf'ix  +  Ä) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F(/s),  F*  (js)  =f(z\ 
f{e\  .  .  .  f^^(e)  stetig  und  endlich  bleiben  von  £  =  x  bis  j&=:a?  -j-  Ä, 
sind  q>{h),  (p'(h)y  (p"  Qi)  und  (f'"  (h)  gleichfalls  continuirlich  und 
endlich  von  h  =  0  hiB  h  =  h,  und  dann  lassen  sich  die  Formeln 
2)  und  3)  auf  Seite  207  in  der  Weise  anwenden ,  dass  man  a  =  0, 
n  =  3  setzt  und  (p  statt/  schreibt,  wodurch  entsteht 
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Nimmt  man  die  willkürliche  Function  if(h)  =f'"{x  +  Ä),  wo  nun 
f""iX'\'  h)  keinen  Zeichenwechsel  erleiden  darf,   während  h  von  0 

bis  h  wächst,  und  beachtet  man  ferner,  dass  9(0),  ^'(OX  9>"(0)  ver- 
schwinden, so  erhält  man 

q>  (Ä)  =  Ö-I^f^'  [/"ix+  Ä)  -/"  (x)]h* 

Das  Maximum  von  (1  —  d'^d'^  ist  -rr ,  daher  kann 

16 

®^  ''  ^*^  =  all  ^"'  ^*  +  *^  ~-^"  ^*^^  ** 

gesetzt  werden,  wo  s  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  echten 
Bruch  bezeichnet.  Durch  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  ergiebt 
sich  nun  folgendes  Resultat 

F(x  +  »)  -  F(x)  =  |Ä[/(«)  +  f(x  +  Ä)l 

+  ^sh*lf"'(x  +  h)-/"(xy] 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  rechter  Hand  die  Differenz 
zwischen  dem  Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 

Wir  nehmen  der  Reihe  nach  x  =  a^  a  -{-  Ä,  a  -f-  2Ä,  .  .  . 
a  -{-  (n — l)h  und  addiren  alle  entstehenden  Gleichungen;  die 
Summe  ist 

7)  F(a  +  nh)  —  F(a) 

=  Hlfio)+f(a  +  h)  +  .  . .  +  f(a+'ir=rik)  +  i/(a  +  nÄ)] 

-  ^äV(«  +  nh)  -f(a)]  +  ^,h^S; 
dabei  wurde  zur  Abkürzung  gesetzt 

8)  S  =  «.|/"(a  +  A)-/"'(a)]  +  6, [/"'(o+2Ä)-/"(a  +  Ä)]  +  ... 


•   « 


+  «^,[/"(a+«Ä)-/"(a+-jr:riÄ)], 


und  es  bedeuten  hierin  ^o*  ^i*  •  •  •  ^n—i  nicht  näher  bestimmte  po- 
sitive echte  Brüche.  Zur  Gültigkeit  der  Formel  gehört  femer,  dass 
/""(«)  von  X  ^=  ahiB  X  =  a  +  wÄ  keinen  Yorzeichenwechsel  er- 
leidet, also/'"(a;)  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.     Eben- 
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desshalb  beträgt  8  weniger  als  Dasjenige,  was  ans  Nro.  8)  Üst 
So  =  Bi     •  .  ==  €n— 1  ==  1  hervorgeht,  d.  h.  man  kann 

9)  S  =  Q[f"'(a  +  nh)-f"(a)] 

setzen,  wo  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

h  —  a 
Ist  nun  a  +  nh  =  h  mithin  h  = ,   bo   repräsentirt  die 

linke  Seite  von  Nro.  7)  den  genaaen  Werth  der  Fläche  17,  welche 
zwischen  den  Ordinaten  f(a)  und  f{h)  liegt;  rechter  Hand  ist  f(a) 
=  yo»  /(«  +  ^)  =  yi  u-  s.  w.,  also 

10)  U=:h(^yo+yi+y-2+'''  +  y^i  +  |y«) 

Der  Vergleich  mit  Nro.  2)  zeigt,  welche  Correction  für  eine  genauere 
Rechnung  nöthig  ist.  Sollte  die  Bedingung,  da8s/^(a?)  von  x  =  a 
bis  X  =  2)  sein  Vorzeichen  behalten  muss,  nicht  erfüllt  sein,  so  kann 
man  die  Fläche  leicht  in  kleinere  Stücke  so  zerlegen,  dass  innerhalb 
jedes  einzelnen  Stückes  die  genannte  Bedingung  erfüllt  ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpson 'sehen  Regel  kennen 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  zwar  auf  zweieriei 
Weise.  Zuerst  nehmen  wir  n  =  2m  und  bezeichnen  den  entspre- 
chenden Werth  von  Q  mit  Qi ;  nachher  lassen  wir  in  Nro.  7)  m  an 
die  Stelle  von  n  und  zugleich  2^  an  die  Stelle  von  h  treten,  wobei 
Q2  der  zugehörige  Werth  von  Q  sein  möge;  die  zweite  Gleichung 
subtrahiien  wir  von  dem  Vierfachen  der  ersten  Gleichung  und  divi- 
diren  den  Rest  durch  3;  es  ist  dann 

F(a  +  2mh)  —  F(a) 


=  \h[f{a)  +  4/(a  +  Ä)  +  4/(a  +  3Ä)  + ...  +  4/(a  +  2m  — 2Ä) 
+  2/(a  +  2Ä)+2/(a  +  4Ä)  +  ...  +  2/(a  +  2m  — 2Ä) 

+  /(a+2mÄ)] 
+  M9^  -  Q^Wifia  +  2mh)  -/"(a)] 

oder  auch,  wenn  n  für  2  m  geschrieben  wird 

11)  fr  =  |Ä[!y«  +  4(yi+j^3+y6  +  ---+f»-i) 

+  Hy-i  ^  y* -^rVs  ^ —  +  y«-2)  +  yj 
+  ^Qh^W" Q>)  -  f" (a)l 

worin   9  einen   positiven  oder   negativen  echten  Bruo^   bezeiohnei 
Der  letzte- Ausdruck  liefert  für  ^  =  —  1  und  (>=  -j-  1  dieGrenten 
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zwischen  denen  der  bei  der  Simpson 'sehen  Regel  begangene  Fehler 
liegt. 

Die  Formeln  zur  näherungsweisen  Quadratur  enthalten  zugleich 
die  Mittel  zur  nähernngsweisen  Berechnung  bestimmter  Integrale, 
weil  nach  §.  64  die  Fläche  ÄBDG  :=  Ü  durch  das  bestimmte 
Integral 


/■ 


b 
f(x)dx 


ausgedrückt  wird. 


§.  83. 


Rectifioation  ebener  Curven  in  Parallelooordinaten. 

Bereits  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Gurvenbogen  PPi  um 
so  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
näher  die  Punkte  P  und  Pi  an  einander  liegen ,  und  dass  folglich, 
wenn  arc  GP  =  8  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

1)  d8  =  Vdx^  +  dy^ 

ist;  nach  demselben  Prinzipe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Goordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

2)  d$  =  Vdx^  +  dy^  +  2dxdycosY. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  x  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Va- 
riabele  und  schreibt  demgemäss 

^  =  y,    dy=y^dxi 

die  Formel  2)  wird  dann 

ds  =  V^l  +  3/2  +  2i/  cosydx, 
und  daraus  folgt  durch  Integration 

3)  8  —Jy^  +  y'^  +  ^y'cosydx. 

Die  willkührliche  Gonstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  Anfangspunkte  C  aus  der  Bogen  8  gerechnet 
werden  soll;  es  muss  nämlich  s  =  0  werden,  wenn  im  x  dieAbscisse 
des  Punktes  C  genommen  wird. 

Sehlömiloh)  Analysii«  25 


380        Cap  XIV.    §.  83.   Rectification  ebener  Cunren     ' 

a.  Die  Parabel  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  «-Achse  die 
Scheiteltangente  ist,  lautet  die  Gleichung  der  Parabel 

und  nach  Formel  3) 

oder  bei  Ausführung  der  Integration 

Sr       ' 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s  =  0  werden 
f ür  o;  =  0;  dies  giebt 

0  =  — jb^^Cp)  +  Const.]^ 
und  durch  Elimination  der  Gonstante 


4)  8  =  1 


[«Vi»»  +  «»  ,     ,/a!4-Vi>»4-«* 


+  ,,(i±l5i±£)j 


b.    Die  Ellipse.     Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Com^ 
dinatensystems  hat  man 

y  =  -T-Va»  — «*,     y*  = — 


und  wenn  aar  Abkürsung  die  numerische  Excentricität 

=  $ 

a 

geaetit  wird,  so  findet  sich  leicht 


In  geschlossener  Form  lasst  sich  diese  Integration  niolit  aoBfuhren, 
und  daher  muss  man  ^  durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen.  Be- 
uuut  mau  lur  Verein&chung  die  Substitution  %  =  a$,  so  wird 


'=-/V'^«. 


nnd  hi«  lassen  sich  alle  die  Tnnsformationen  anwenden,  welche  in 
§.  7i>  Ix  geteigt  wurden.     So  ist  nadi  Fonnel  6) 


8_ 

a 


in  ParaÜelcoordinaten. 

1    Gl 
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2 


=  Canst.  +  Uo  —  -^«»  —  —-^-£4  _ ____!.£« , 


1.8  Us 
2.4  6 


üi  =  arcstn^,     Um  = ^ 


der  vermöge  des  Werthes  von  | 

X 

Uq  =  aresin  — 

a 

Fig.  53 

o 


m 


U    —  ^"""^  TT  —  ^ 


m— 1 


Vä^ 


x^ 


m 


wa'^+i 


Versteht  man  unter  8  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  8  gleichzeitig  ver- 
schwinden; nun  ist  für  x  =  0   ' 

Z7o  =  0,    ^^2  =  0,     üirrsO,.... 

mithin  Const.  =  0,  daher 


ur  praktischen  Berechnung  werden  die  Formeln  für  CTi,  U^  etc. 
equemer,  wenn  man  den  Winkel  COQ  =  g),  die  sogenannte  Am- 
litude,  einführt;  es  ist  dann  d?  =  asm<]p,  |  =  8in(p,  mithin 

X 

8in(p  = 


) 


Uq  =  9>,      Um=^ 


(m  —  1)  rr,»-2  —  sin^"^^ 


(pco8(p 


m 


Für  X  =  at  ^  =  1,  9  =  |9r  erhält  man  die  Länge  des  £llip- 
inquadranten,  welche  E  heissen  möge.  Die  Werthe  von  Uq^  ZJj,  U^ 
Ai,  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

sr        _  1    _  l     7t 


Uo  = 


TT  ^       TT      ^       ^ 

— ,     U,  =  —üo-—  — 


„  3    „         l  .  S  7t 


_         1.3.5« 

^*  =  2T4T6  ^  "•  "•  ""• 


■  .  .  •  >  • 


Iglich  ist  nach  Nro.  6) 
^      1       (,       /'l  V  «2        /1.3V«*       /1.3.5V«* 

a£  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 

ormeln  benutzen,  um  Reihen  für  s  oder  E  zu  gewinnen. 

25* 
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c    Die  HyperbeL    Geht  man  von  den  Gleicliimgen 

h 


a  ay  x^  —  a« 


aus  und  setzt 


V  a2  +  ft3  _ 


a 


80  erhält  man 


z 


-IWB"- 


Diese  Gleichung  transformiren  wir  durch  Einföhrung    eines  Hülfs- 

winkels,  der  auch  bei  der  Construcüon 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Fig. 
54).  Beschreibt  man  nämlich  um  den 
Mittelpunkt  der  Curve  zwei  conoentri? 
sehe  Kreise  mit  den  Radien  0A'=^% 
OB  =  ÄC  =  l>f  zieht  femer  irgend 
einen  gemeinschaftlichen  Radius  0  ÜY 
unter  dem  Winkel  ÄOU=ilf  und  legt 
femer  in  ü  und  V  an  jene  Kreise  die 

Tangenten  UM,   FJV,  so  ist 
0M=  X  =  asecilf^  und  die  Gleichasg 
der  Hyperbel  giebt  y  =  btanip^  d.  h. 
MF  =  NV;  femer  wird 

dt   lA       cos^if 

V  ^ — ?"• 


B 


AJ  /  /S 


=  afv^ 


cos^^l/  sec^^dil» 


=  «*/; 


COS^tlf 


cost 


Wegen  £  >>  1  ist   der  Quotient <;  1  und  daher  kann  folgende 

Reihenentwickelung  vorgenommen  werden: 


s 


z=  as  I  - 

J  i 


dt 


1  — 


1    cos^t 


«« 


1     cas^t 


2.4     £« 


.  •  »i . 


cos^ti  2 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Vm  =  j  cos^t  dt , 

so  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

(^    ^   ,      .      ,         Fe  1     Fj         1.3    F4  j 

8  =  a\ Oonst  4-  6 tan t tt tt t-i  —  tT^  tt^  —  •  •  • 

I  ^  2£  2    4£»        2 .4  6£»  ) 

und  zwar  geschieht  die  Berechnung  der   Integrale  Vq,   F^,    Vi  ^ 
nach  folgenden  Formeln: 


Vo  =  tr   V„,= 


in  Parallelcoordinaten. 

8iml>cos^~^tlf  +  (w  —  1)7^-8 
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m 


e  man  mittelst  der  fünften  Gleichung  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
t.  Bechnen  wir  den  Bogen  8  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
rds  =  Ofara?  =  a,  d.  h.  fiir^  =  0;  in  diesem  Falle  ver- 
[iwinden  alle  V  und  es  wird  Const.  =  Ö,  mithin 

Vq 1___Fl  _  ^  '3   Fi 

2b  2    4£3         2.4  6 


) 


alstanrlf  — 


—  —  •  •  •>. 


Die  Verlängerung  der  Ordinate  MP  schneidet  von  der  Asymp- 
jG  eine  Strecke  0  Q  =  jer  ab,  deren  Grösse  ist 


e 


a 


X  =  sx  =  assecip; 


rmoge  der  goniometrischen  Formel 

sectif  —  tan'tif  =  tan(\n  —  |i^) 
iält  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcAP 
s  —  s  =  aBtanilTC  —  |^) 

^   2«  r  ®  ^    2    26«  ^  2  .  4  3«4  ^ 

i  unendlich  wachsenden  d?  convergirt  t^  gegen  die  Grenze  |^,  zu- 
nch  wird 

^  n        ^  1    _  1 

1^0= -TT-» 


F,= 


2 


Fo  = 


2      2" 


xr         1-3  Ä     ^ 

Vä  = etc. 

*        2.4  2 


thin 


sra 


Fig'.  66. 


+ 


•    .    •  /  • 


Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.21  sei  der  Scheitel  G  der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Coordi- 
naten  (Fig.  55);  es  ist  dann 


8 


'  I  y  — dx  =  2V2ax  +  Const. 
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Rechnet  man  auch  den  Bogen  s  Tom  Scheitel  aus,  bo  müssen  8  imd  x 
gleichzeitig  verschwinden ;  dies  giebt  Canst.  =  0  und 

12)  8  =  2V2aa?, 

was  sehr  leicht  zu  constroiren  ist.  Für  o?  =  2a  folgt,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  game 
Cycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  an 
Länge  gleichkommt. 

§.  84. 
Beotifloation  ebener  Curven  in  Polarooordinatcn« 

Nach  Forme]  7)  in  §.23   wird  das  Bogendifferential  einer  auf 
Polarcoordinaten  r  und  0  bezogenen  Gurve  durch  die  Formel 

1)  ds  =  V(rdö)2  +  dr» 

ausgedrückt,  welche  in  dem  Falle,  wo  0  die  unabhängige  Yariabele 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  d8  =  Vr^  +  r'^de. 
Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

3)  8=  fVr^  +  /»dÖ; 

Fig.  66.  die  willkührliche  Constante  des  In- 

tegrales wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  8  =  0  werden 
muss,  wenn  0  demjenigen  speciellen 
Werth  (Z.AOX  in  Fig.  56)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens  entspricht. 

a.    Die  Spirale  des   Archi- 
med  es  hat  zur  Gleichung 

4)  r  =  ad,     f^  =  a, 

mithin  ist 

s  =  a  CVW+ldO, 
oder 

5)         8  =  ia{eyi  +  Ö2  +  i(d+]/T+T^)}, 

wobei  es  keiner  Constanten    bedarf,   wenn  ö,  r  und  s  gleichzeitig 
verschwinden  sollen. 
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b.    DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometrisch  leicht  zu 
construirende  Gleichung  ausgedrückt 

6)  r  =  6(1  +  cosÖ),      r'  =  —  hsinÖ; 

es  ist  daher 


S 


==  6  fy  2(1 +  cose}dO  =  26  fcosie dO 


oder 

7)  s  =  4bsm|9; 

eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  8  =  0  werden  soll  für 
ö  ==  0.  Für  d  =z  %  ergiebt  sich  die  Länge  der  halben  Cardioide 
=  46,  miijiin  die  Länge  der  ganzen  Gurve  =  85. 

c.   Die  Ereisevolvente  hat  nach  §.24,  YIL  zwei  Gleichungen, 

aus  denen  folgt 

Fig.  57.  ao        - 

dr  =  -xj  'd(Oy 

Vi   +  0)2 

'"'''  =  Vi  4- «"'*"'• 

d$  =  ao  dco; 

lässt  man  den  Bogen  $  im  Punkte  A 
anfangen,  so  wird 

8)  8  =  |ao», 

d.  h.  arcAP  =  lQB'm  Fig.  57. 


§.86. 
Beotiflcatlon  doppelt  gekrümmter  Linien. 

I.    In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist 
nach  Formel  5)  in  §.  25 

1)  ds  =  Vdx^  4-  dy^  +  de^; 

denkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
tmd  x/s  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

y=(p(x),         ß  =  tl;(x) 

ausgedrückt,  worin  x  die  unabhängige  Yariabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über  in 

ds  =  Vl-l-ya-j-yada?. 
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Hieraus  folgt  augenblicklich 

s  =  fV  1  +  y'^ -{- e^  dx; 


2) 


die  Integrationsconstante  beeämmt 
sich  durch  die  Bedingung,  dass 
8  =  0  werden  muss,  wenn  für 
X  die  Abscisse  des  Bogenanfangoe 
gesetzt  wird. 

Beispielsweis  betrachten  wir 
den  Durchschnitt  eines  Tertieal 
stehenden  parabolischen  und  eines 
senkrecht  dagegen  liegteden  cy- 
cloidischen  Cylinders  (Fig.  58). 
FürOX  =  aj,  LM  =  y,  LN 
=  MP  =  jer  ist  nämlich 


• 


X 


—  a? 


X 


wobei  h  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  der  Parabel  be- 
zeichnet; daraus  folgt 


8 


=/V.+}  +  ^^.=v^/^ 


oder 


Fig.  59. 


s  =  2V(2a  +  5)a?, 

und  hier  ist  keine  Goustante  hinzu- 
zufügen, wenn  unter  s  der  Bogen 
OP  verstanden  wird.  Die  geometri- 
sche Bedeutimg  doi  Werthes  von  s 
erkennt  man  leicht. 

IL  Nicht  selten  ist  der  Oebrauch 
eines  gemischten  Goordinatensyste- 
mes  vortheilhaft,  welches  dadurch 
entsteht,  dass  man  zwei  der  recht- 
winkligen Ooordinaten  x^  y,  a  in.  Po. 
larcoordinaten  umsetzt  und  die  dritte  Coordinate  ungeändert  lässi 
Denken  wir  uns  (Fig.  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  a;y-Ebene 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Projection  ON  mit  u  and  den  Win- 
kel NOX  mit  %^  so  haben  wir 
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3)  X  =  ucosx,      y  =  u8inx, 

während  e  ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  zur  folgenden 

4)  ds  =  V(udxy  +  du^  +  dzK 

Substituirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Wertbe  von  x 
und  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Curve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  u,  %,,  e\  eine  dieser  neuen  Ooordinaten  wählt 
man  zur  unabhängigen  Yariabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
diese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Yariabele 
enthält  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 
einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
beider  Flächen  mit  der  jg^-Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y  den 
Winkel  zwischen  der  Eegelseite  und  ;?- Achse,  c  den  Parameter  der 
Schraubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

a?»  4-  y»  =  e^tan^Y,       ^  =  tan -^ 

X  c 

und  in  gemischten  Coordinaten 

u  =  etany,        ;f  r=  —  +  w^, 

c 

wo  m  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,     ^ieraus  folgt, 
wenn  z  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet  wird, 

oder  kürzer 

iany 


as  =  !2!L2i  Virqpii  j^ .      fc  = 


c  siny ' 


und  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  $  und  js  gleichzeitig 
verschwinden  soUen, 

•  =  -2ri— 1 —  +  ^'^ — % — ;r 

Wie  man  aus  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  8  mit  dem  Bogen 
einer  gewissen  Parabel  vergleichen. 

HL  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
lichen Raumpolarcoordinaten  vorkommen,  setzen  wir  den  Eadiusvec- 
tor  OP  =^  r  und  bezeichnen  mit  r  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
a?y-Ebene  (Z^POJV"=  r);  wir  haben  dann 

u  ==z  rcosT,      g  =  rsint 
du^  +  djs^  =  (rdry  +  dr» 
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mithin  statt  Nro.  4) 

5)  de  =  V(rcosTdx)^  +  (rdz^  +  dr«, 

wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dam  ds  als  die 
Diagonale  eines  Parallelepipedes  gelten  kann,  dessmi  Kanten  rcostd%, 
rdx  und  dr  sind  Zum  Uebergange  von  x^  y^  g  zu  r^  %^  z  dienen 
die  Formeln 

6)  a?  =  rcösr  co»%,    y  '=^  rcosz  sin%^   g  =z  rsinVy 

aus  den  Gleichungen  der  Gurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  erhalt 


Fig.  60. 


man  mittelst  derselben  zwei  Glei- 
chungen zwischen  r,  r,  %*  wobei 
man  eine  der  letzteren  Grössen 
als  unabhängige  Yariabele  be- 
trachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den 
Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
einem  vertical  stehenden  Gylinder, 
dessen  Directrix  eine  Archimedi- 
sche Spirale  ist  (Fig.  60).  Die 
ursprünglichen  Gleichungen  mö- 
gen sein 

x^  +  y^  +  sf^  =  a«,  u  =  hxi 

in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann 

r  =  a,  acosz  =  5%, 

folglich,  wenn  r  als  unabhängrige  Yariabele  angesehen  wird. 


ds 


1  /'/acosz  8inz\ 


+  1  .dz 


und 


8 


r\  /  fasin2z\ 


+  1  .dt. 


Rechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  Gurvenpunkte  2)  aus,  so 
muss  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  s  =  0  wird 
für  r  =  0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reibe  zu  ver- 
wandeln; mittelst  der  Substitution  r  =  |g)  erhält  man  nämlich 

wobei  zur  Abkürzung 


X^cos*a>da, 


a 


Va»  +  4l»» 


=  X 
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gesetzt  wurde.  Da  Xcosca  immer  ein  echter  Bruch  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
nomischen Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnung 

Sin  =^  1  cos^cadG) 
einfuhrt,  erhält  man 

^  ^         (n — l)Sln-2  -\'  sinio  cos*^~^c3 

n 
Für  r  =  I  ^  mithin  co  =  ^r  findet  man  die  Länge  des  ganzen 
Durchschnittes  DC,  und   zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 
Ellipsenquadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 


2h 
construirt  werden  kann« 


und  a 


§.  86. 

Die  CubatxLT  begrenster  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  (S.  22)  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquo- 
tient eines  Volumens,  welches  sich  längs  der  o;- Achse  erstreckt j  in 
Beziehung  auf  x  genommen,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  be- 
zeichnen wir  demnach  mit  V  ein  derartiges  Volumen  und  mit  U  den 
Querschnitt,  welcher  am  Ende  des  x  senkrecht  zur  o;- Achse  liegt  und 
hier  das  Volumen  begrenzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 

dV 

— -  =17,        dV=  Udx, 
dx 

und  hieraus  folgt 


1)  •  F=/ 


Udx. 


Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  auf  der  rc- Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll;  es  muss  nämlich  V  sich  annulliren, 
wenn  fär  x  die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
Als  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten^  Grades  dienen. 

a.    Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleichung 
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mithin  statt  Nro.  4)  "^ 

5)  d8  =  V(rcosTdx)^  +  (rdzy  +  dr»,  .31 
wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dasB  ds 
Diagonale  eines  Parallelepipedes  gelten  kann,  desBen  Kauten  /' 
rdr  und  dr  sind.     Zum  Uebergange  von  x^  jf^  0  wn  r,  x^  ' 
die  Formeln 

6)  X  r=  rcost  eo8X,   y  =:  rcost  sinx^   g  =  r8iffr' 
aus  den  Gleichungen  der  Gurve  in  rechtwinkligen  Coordiii 


Fig.  60. 


«^  +  y*  +  «*  =  ö*f 
in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann 

r  =  Ut  acost  =  5/ 

folglich,  wenn  r  als  unabhängige  Yariabele  anc 


man  mittelst  derselbe-i 
chungen  zwischen  r.  ** 
man  eine  der   letzten»**^"' 
als    unabhängige    Yi 
trachtet. 

Als  Beispiel  neii' 
Durchschnitt     eiuei 
einem  yertical  stelic.,. 
dessen  Directrix 
sehe  Spirale  is! 
ursprünglichen 
gen  sein 


u  =- 


1  /'/aeo8ts%nt\*  , 
d8  =  ay  [ g )  + 


und 


8 


r\/  fa8in2xy 


Bechnet  man  den  Bogen  vom  letzten 
rauss  die  Integrationsconstante  so  besti: 
für  r  =  0.     Das  Integral  ist  übrigens 
wandeln;  mittelst  der  Substitution  r  = 

wobei  zur  Abkürzung 

a 


ya«  +  4fc«' 
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Hohe  j>  I>  e  ist  eine  Ellipse 
a  —  V  «*  —  c*  I  daher 


im  Scheitel  der  Fläche  ans,  bo  mius 


iQr  K&ppe  von  der  Höhe  i —  c 
:\!appe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 

^Boloid  hat  but  Oleichtmg 

f  =  ..         . 

it   <br  Höhe  «  ist  eine  Ellipse  mit  den 
ft^i  lialier  ff  ^  2  « V^  .  z  nud 

*  Viilarf,   wenn  unter  F  dae  Tolnmen  einer 

^Btanilen  Tird.      Dieses  Volumen  kommt 

i  elliptlHohen  Cflinders    gleich;   hierin 

■  Seitenstück  bu  der  von  Archimedes  ge- 

TTöolie  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung  • 


I  Min  (Juerachuitt,  in  der  Entfernung  m  senk- 
Ig^t,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  iey-Ebene 
ibflchneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
tarnen,  so  ist  l^  jenes  Stück  und 


l_  vT 
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Bas  oberhalb  der  a;y- Ebene  vom  Scheitel  bis  Eum  Qaerschnittel'' 
XJ  reichende  Volumen  beträgt  hiemach  ein  Viertheil  des  umschriebe' 1^ 
nen  parabolischen  Gy linders.  I') 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  rc- Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  ZI  bildet 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöhnlich 
mit  y  bezeichnen,  so  haben  wir  U  =  ny^  und 

7)  7=  Ä  I y^dx. 

Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinalen  y^  und  y^  >  Vi  «J^t 
sprechen,  welche  entweder  zu  derselben Ourve  oder  zu  zwei  verschie- 
denen Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  die 
Strecke  y^  —  y^  einen  Ereisring,  dessen  Inhalt  Ü  =^  x(pf  —  y/) 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sich 
dann  durch  die  Formel 

8)  •  y=nj(yl--y^dx. 

Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Gerade 
gedreht  wird,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkte  =  c  ist. 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  o;- Achse  und  lassen  die  ^- Achse 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen,  so  haben  wir  als  Gleichung  der 
rotirenden  Curve 

y  =z  c±  Yä^  —  a?« . 
Fig.  61.  Dabei  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 

die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Kreises 
liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c  ]>>  a  oder  c 

><;  a  ist.      Im  ersten  Falle  (Fig.  61)   sind   alle 
Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 
mithin  ist  nach  Formel  8) 

X  F=  4 n  --  fVa'^  —  x^  dx 

oder 

r  =r  2;r  —  (  xVa^  -—x^  ■{-  d^ aresin  ~  J . 
a  \  aJ 

Einer  Constanten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  von 
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=  0  ab  rechnet     Für  x  =  a  ergiebt  sich  der  Icihalt  des  halben 
inges  =  x^a^c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 
I  B  =  2jr«a«c. 

Fig.  62.  Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 

sind  die  Querschnitte  theils  Vollkreise  theils 

Kreisringe,  je  nachdem  x  weniger  oder 

mehr  als  OD  beträgt;  der  ganze  Kotations- 

V  körper  besteht  daher  aus  zwei  Theilen,  wel- 

\  che  einzeln  zu  berechnen  sind.    Für  den 

I  ersten  Theil  ist 

mithin  nach  Formel  7) 


V=3t  f{a^  +  c«  —  a;2  -f  2cV a^-^x^) 


dx 


1er  durch  Ausführung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
U3S  F  und  X  gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

F=  3r|(a2  4-  c2)aj  — fa?»  +  ca?Va2  — «^  +  a^carcsin  —  • 

ieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  BODE  be- 
hriebenen  Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grössten  Werth 

OD  =  V  a^'-c^ 
tzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 

(  3a  ^  a 

Um  zweitens  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene  Volumen 
1  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

i  nehmen,  wodurch 

F=  2nc\xV  a^'-x^  +  ä^  aresin  —  +  ConstA 

ird,  und  die  Gonstante  so  zu  bestimmen,  dass  F  verschwindet,  wenn 
seinen  kleinsten  Werth  OD  =  ya^-^^^^  erhält;  dies  giebt 

in/ V^a^ c* 
cV a«  —  c«  4-  a^arcsin f-  Const. 
a 

id  durch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 
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V  —  2:r(cÄVa«  — »«  —  c«Vo*  — c«) 

(X             y  fl« (.»\ 
arcisin aresrn y  • 
a                        a       ^ 

Für  n?  =  a  erhält  man  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene 
Volumen 

(       ,> V  a« c* 

r,  =  ««a«c  —  3r|2c«Va«  — (^  +  a^c aresin 

Das  Doppelte  von  Z  -|-  Fi  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; führt  man  noch  den  Winkel  OCD  =  y  ein,  indem  man 

setzt,  so  findet  man 

10)  W  =  23ra«c(3r— y)  +  |3ra(2a«  +  c«)Ätny. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehnngsachse  den  Kreis 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  und  10)  denselben 
Werth,  nämlich  ^n'^aK 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Vo- 
lumens zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  Z7,  und  deren 
zweite  den  Inhalt  F  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt.  sich  auch  in 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  F  unter  der 
Form  eines  Doppelintegrales  darstell^i,  doch  versparen  wir  das 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Inte- 
gralen und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Bede  sein  wird. 


§.87. 
Die  Complanation  von  CylinderflSohen. 

In  Fig.  63  sei  OL  —  a?,  LU  =  y,  LK  =  JlfP  =  jt,  femer 
y  =  9(0;)  die  Gleichung  der  Leitlinie  DM  eines  vertical  stehenden 
Cylinders,  und  £f  =  tlf(x)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizon- 
tal und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Gylinder 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP,  und  wenn  man 
sieh  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parallele 
feste  Ebene  ABC  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Gylinder 
eine  begrenzte  Fläche  CD  PN,  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  solL 

Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwachs 
LLi  =  dx]  die  Fläche  S  nimmt  dann  um  den  Streifen  NNiPiF 
=  dS  ma,  und  je  kleiner  XXi  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  Siarei« 
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fen  einem  Rechtecke  gleich,  von  welchem  NP  =  LM  =  y  die  eine 
Seite,  und  die  Bogenzunahme  ^j^  die  andere  Seite  darstellt.  Hier- 
nach ist,  wenn  arc  GN  mit  8  bezeichnet  wird, 

dS  =  yds  =  yVdx^-^-dz^  =  yV  1  +e'^dx, 
mithin  durch  Integration 


1) 


8  =  TyVl+js'^dx. 


Für  y  und  ff  sind  ihre  aus  den  Gleichungen  der  Gurven  BM 


Fig.  63. 


und  CJlf  gezogenen  Wer- 
the  q)(x)  und  p\x)  ein- 
zusetzen ;  die  Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedin- 
gung, dass  8=0  wer- 
den muss,  wenn  x  den 
Anfangswerth  OÄ  erhält. 
a.  Kreisförmiges 
Elostergewölbe.  Die 
halbe  Spannweite  des  Ger 
wölbes  sei  OÄ  =  a  (Fig. 
64),  der  Pfeil  0  C  =  Ä, 

AB  =  h,  und  c  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  CNÄ; 

ist  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Rogens  ÄNC,   O'C 

^  k,  00'  =  Ij  so  gelten  folgende  Gleichungen: 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


y  =  — a?, 


0  =  Vc^-^(x  +  ky-h 
c 


.    V  1  -4-  jg^g  =    ,■ 


SehlOmilch,  Analysit. 


26 
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arcCN=  s  =  fVT+^äx  =  f,.,      ^^^       ,    , 

und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fläche  CNP  =  S  gesetzt  wird, 

dx 


a  J  Vc«  — 


Das  letzte  Integral  läset  sich  auf  die  Form  bringen 

und  daraus  folgt 

S=— |—  cVc«  — (a?  +  Ä)2  —  ÄS  +  Cöns^.| 
Für  flj  =  0  wird  S  =  0  und  s  =  0,  mithin 

0  =—   —  cVc2--Jfc»  +  ConstA 
und  durch  Elimination  der  Constante 

S=— [ciVca  — Ä2  —  yc2  — (ic  +  Ä;)^!  —  Äs]- 

Da  es  hauptsächlich  auf  die  ganze  Fläche  ABC=F  ankommt, 
so  nehmen  wir  x  =  a  und  beachten,  dass 

Vc»  — Ä2  —  yc2  — (a  +  Ä)2  =  Ä  +  ?  —  Z  =  Ä 

ist  und  dass  gleichzeitig  s  in  den  Bogen  CA  übergeht,  dessen  Cen- 
triwiukel  Ä  0^  G  mit  y  bezeichnet  werden  möge ;  dies  giebt 

2)  '      ..  j'=ill(Ä  — Äy). 

a 

Für  Stichbögen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  h  =  0  ist. 

b.    Elliptisches  Klostergewölbe.     Besteht  die  Wölbungs- 

curve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  OA  =  a, 

OC  =  c,  so  ist 

h  c  ir-z 

y  =  — ir,  je?  =  —  K  a*  — aj2. 

»a  a 

Im  Falle  a  ^  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  ist, 
ergiebt  sich 


8  =  lßY^^a.; 
aj      Y     a2  — a;2        ' 


die  Substitution  a^  —  x^  =  a^u^  verwandelt  das  vorstehende  Inte- 
gral in  folgendes: 


i 
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S  =  —  ab  fVl  —  B^  +  B^u^du, 

dessen  Entwickelang  sehr  leicht  ist.  Bestimmt  man  die  Constante 
so,  dass  jS  für  a?  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  «  =  a,  so 
erhält  man  für  die  ganze  Fläche  ABC 


3) 


F=labh  + 


£» 


l 


im\  ■  ' 


>e. 


2s         \1  —  £> 

Im   Falle  a  <^  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
ergiebt  sich 


"^l/'V^^- 


Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  behandelt  werden, 
wodurch  man  erhält 

} 


4) 


JP  =  i  aZ)  |l  4- ii^  arctanX 


i 


a  <C  e. 


c.    Kreuzgewölbe  bestehen   aus    den  Stücken,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von  den  Flächen  voU- 


Fig.  66. 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;  ist  z.  B.  in  Fig. 
66  ABC  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  ABJDC  ein  Ton- 
nengewölbe, so  bildet  der  Best 
BGB  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 
gewölbe, dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.  Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
gen ABC  =  F,  BGB  =  F+,  arcAG  =  arcBD  =  8  ergiebt  sich 
5)  F-^  =  18  —  F, 

wo  F  einen  der  früher  angegebenen  Werthe  hat. 


§.  88. 
Die  Complanation  der  Umdrehungsflächen. 

Eine  in  der  Ebene  XiS  liegende  Curve  GN  (Fig.  67  a.  f.  S.),  deren 

Gleichung  g  =  ip(x)  heissen  möge,  werde  um  die  o;- Achse  gedreht 

und  die  entstandene  Rotationsfläche  von  einem  vei'ticalen  Gylinder 

26* 
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geschnitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch   die  Gleichung  y  =  <p(^) 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD,  der  bewegliche  Parallelkreis 


Fig.  67. 


._X 


NP,  die  Curve  CN  und 
der  Durchschnitt  2>P  be- 
grenzen ein  Flächenstück 
CBPN^  von  welchem 
wir  den  Inhalt  S  auf- 
suchen wollen. 

Wenn  OL  =  rc  um 
LL\  =  dx  zunimmt,  so 
wächst  S  um  den  Strei- 
fen NPPiNi  =  dS, 
welcher  dem  Rechtecke 
aus  den  Seiten  NP  und 
NNi  desto  näher  kommt,  je  kleiner  NNi  genommen  wird.     Nun  ist 

LM  _  LM  _  £ 

LP  '^  LN  ~  e  ' 

mithin 

y 

Z^NLP  =  aresin  — • 

g 

tind,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  jg  beschriebener  Kreisbogen  ist, 

ff 
arc  NP  =  0  aresin  —  • 

£f 

Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 

arcNNi  =  ds  =  Vi  +  e'^  dx. 


sinNLP  =  cosMLP 


mithin 


dS  =  z  aresin  -^  •  VTTT»  dx 

z 


Fig.  68. 


und  durch  Integration 

1)  S  =  jzV\  +  il^  aresin  ^  de. 

Die  Werthe  von  y  und  z  sind 
aus  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Curven  zu  nehmen,  und  die  Integra- 
tionsconstante  muss  so  bestimmt  wer- 
den, dass  S  =  0  wird  für  x  =  OÄ. 

Als  Beispiel  diene  die  Compla- 
nation eines  Eugelgewölbes  (Fig. 
68).  Die  Curve  BM  ist  hier  eine 
Gerade  parallel  zur  o^Aclise,  die  ro- 
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ti):ende  Gurve  em  Kreis,  in  dessen  Mittelpunkt  wir  den  Coordinaten* 
anfang  legen;  für  OB  =  &»  OD  =  c  sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

mithin  nach  Formel  1),  wenn  8  die  Fläche  DFFN  bedeatet| 

8  =  c  I  aresin  •rr===^dx,  • 

Bei  theilweiser  Integration  wird 

S  =  ex  arcsin  ,  ^  —  ftc  / ,. 

Yc^^x^'         J  (c2  —  «9)  K  c2  —  52  _  a.2 

=  cggrcggn  ,,  —  5c  / r— l    -7=== 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  ausfuhrt. 


S  =  ex  arcstn  , .        ■      +  oc  arcstn 


J  (c8  —  a;2)  y  c3  —  5«  —  aj2 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  Vc^  —  d^  5tni^ 
so  wird 

dx  _    r___du____ 

(c«  —  a^'J^y^« — 52  «-3.2       c/  c^cos't^  +  ft^sin^w 

I  /6  \         1  &« 

=T—  arctan  [  —  <anw  j  =  -r—  aräan    ^, 

&c  \c  /Ig  cVc2  — 6«  — a?« 

und  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

0  a; 

S  =  ex  arcsin  ^,  +  hc  arcsin 


VC»-^  Vc2-^ 

cVc2  — 52  — a;2 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  8  und  x  gleich- 
zeitig verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
OA  =  a  und  bezeichnen  die  Fläche  DE&F  mit  JP,  so  wird 

&  a 

F  =  ae  aresin  ^,  +  he  arcsin 


—  c^arcfan 


cVc«  — a«  — d»' 
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Diese  Formel  gewinnt  an  Eleganz  durch  die  Bemerkung,  dass 

bt,  und  man  kann  daher  schreiben 

2)  JP=  c(aa  +  5)3  —  cy), 
wobei  die  Bögen  a^  ß,  y  durch  die  Gleichungen 

^  \  stna  =  -7==r=,        sinp  =  ■.  >  ■  -  • 

3)  j  Vc^--a^  Vc^  —  h^ 

{  siny  =  stna  sin ß 

bestimmt  sind. 

Die  allgemeine  Formel  1)  vereinfacht  sich  wesentlich  in  dem 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilen  der  Coordina- 
tenebenen  enthaltenen  Octanten  der  Rotationsfläche  ankommt,  vo 
mithin  die  Curven  BM  und  CN  congruent  sind.  Für  y  =  Sf  wird 
nämlich 


8  =  \nJyVl+^^dx, 


demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent- 
standenen Zone 


4) 


Z—2n   ryVT+^dx. 


Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid,  dessen  Meri- 
dian zur  Gleichung  hat  • 

y  =  ^  Vh^-x^. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

h         —*' 

so  erhält  man  zunächst 

Z=7c  j  rVW+HTö^dx 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Z=7tj^xVh^  +  k^x^+  ^l(Xx  +  V¥+li^i)  +  G(mst\ 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,    so  muss  Z  =  0 
werden,  wenn  a?  =  0;  dies  giebt 
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Für  a?  =  &  whält  man  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
EUipsoides;  die  gesammte  Oberfläche  ist 

Wenn  die  rotirende  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
zwei  verschiedene  y,  etwa  yi  und  y^  entsprechen,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Ümdrehungsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 
stimmt werden  müssen.    Wie  man  diese  Bemer- 
kung anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 
>w                   zeigen. 
\  Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  Halbmes- 
y                 eer  ÄC  =  a   beschriebener  Kreis  (Figur  69), 
y                 dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre» 
"^                    hungsachse  entfernt  liegt.     Im  Falle  c  ^  a  ist 
;— X     ^  *^®  Punkte  des  Quadranten  AB: 


(  X 

=  2n  lacarcsin ]-  ax 

i  a 


=  dx 

«2 


wobei  es  keiner  willkührlichen  Gonstanten  bedarf;  für  x  =  a  erhält 
man  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

JB2  =  27ea(\nc  +  «). 
Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AB  bestimmen  sich  durch  die 

Gleichung  _.^___ 

yi  =  c  —  y  a^  —  x'^ 

und  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 
Fläche 

Das  Doppelte  von  22i  H~  •%  giebt  die  Gesammtoberfläche  des 
entstandenen  Ringes,  nämlich 

6)  B  =  4Ä2ac. 

Im  Falle  c  <i  a  (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welche 
der  Kreisbogen  BEAB  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE,  EA  und 
AB  erzeugten  Flächen.  Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 


Z^  =  2na\c aresin V  x[ 
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dem  X  Beinen  grössten  Werth  OD  =  V a^—^c* .  woraus  folgt 
^  =  2ara|carc8»n — 2-Zli  4.  Va«— c«j  • 

Fig.  70.  Für  alle  Punkte  des  zweiten  Bogens 

EA  ist 

mithin 


Z=.2nf(c+V^^^=^  y^^ 


dx 


=  23ral 


c  aresin h  *  +  ötms^.  {, 


wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden 
muss,  dass  Z  =  0  wird,  wenn  x  seinen 
kleinsten  Werth  OD  erhält     Dies  giebt 

(  X  y  a^  —  c*  1/ 

Z  =  2na]c aresin e aresin +  «  —  V  a^  —  c 

(  a  a 

und  für  X  =  a  erhält  man  far  die  vom  Bogen  EÄ  beschriebene 
Fläche 


Zi  ==  23ra||3rc  +  a  —  l/a«— c«  —  c 


arcatn 


Endlich  werden  alle  Punkte  auf  AD  durch  die  Gleichung 
bestimmt»  mithin  ist  hier  < 

=  2jca\c  aresin a?  -|-  Oons^  f ; 

giebt  man  der  Gonstanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z  verschwindet 
iSLc  X  =  OD  und  nimmt  dann  x  =  a^  so  erhält  man  für  die  vom 
Bogen  AD  beschriebene  Fläche 

Zo  =  2nahne  —  a  +  Va^—e^  —  caresin  ~^ 

Die  Oberfläche  des  ganzen  Walstes  ist  das  Doppelte  von  Z^-\'Z\ 
+  2j%  ;  durch  Einführung  des  Winkels  0  CD  =  y  wird  hieraus 

7)  17=  43ra{c(;r  — y)  +  a&iny\. 
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Im  letzten  Falle  c  =  a,  y  =  0  liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
nselben  Werth  ^n^a*. 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
lindrische  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  führt  dfts 
oblem  auf  Doppelintegrale,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ga- 
;el  vorbehalten  bleibt. 


Cap.  XV. 

Die   einfachen  bestimmten   Integrale. 

§.  89. 
Definitionen  und  WerthbestimmiingeiL 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  denn 
zufolge  unter  dem  Symbole 


V 


f{x)  dx 
der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die' Summe 

1)  /(«)«!  +/(a  +  «l)»i  +/(«+  »l  +«2)«3    + 

+/(a  +  «1  +  «2 +  •••  + »—!)«• 

convergirt,  wenn  die  Grössen  ^1,^3,...  du  der  Null  näher  und 
näher  kommen ,  während  sie  immer  der  Bedingung  Äi  -|-  ^i  4"  ^s  4" 
.  .  .  ^  ^^  ==r  &  —  a  genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  an 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x 
als  Abscisse  und  y  =f(x)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  an- 
gesehen wird ;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der 
Fläche,  welche  die  Strecke  h  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat, 
seitwärts  durch  die  Ordinaten  f(a) ,  f(b)  und  oberhalb  durch  die  ge- 
nannte Gurve  begrenzt  ¥rird  (Fläche  -k^DC  auf  S.  307).  Später 
ergab  sich,  dass  das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2^  ff(:x)dx  =  F{x)  +  CoHsL 

betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

k 

8)  Jf{x)dx  =  F(b)  —  F(aX 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  /(a?)  innerhalb  des  Inter- 
▼alles  von  a?  =  a  bis  a?  =  6  keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
J[ntegrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
"Wir  entscheiden  uns  för  die  erste,  weil  sie  in  gewisser  Biicksicht  die 
Allgemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
anan  das  unbestimmte  Integral  von  fipi)  dx  bereits  kenne,  und  hierin 
liegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
'gfipc)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  x  = 
mi  bis  o;  =  &  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
überbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
^regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
"irirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
Ibestimmten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
den ist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
alen, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen,  wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra- 
les /  f{x)  dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
liierzu  einige  Beispiele. 

Mittelst  der  Fundamentalformel  6)  in  §.65  erhält  man  sehr 

leicht 

a 

V  r     dx       jt^ 

^  J  ä»"+T2  ~  Ja' 


'>'>         /i 


dx  % 


-f-  »3        2a' 


*)  Es  bedarf  wohl  kaum   der  Bemerkung,   dass  unter  einem  Inte- 
grale von  der  Form 

Jnx^dx 

a 

der  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

b 

fAx)dx 

a 

bei  unendlich  wachsenden  h  nähert. 
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die  Formel  10)  §.  65  liefert 

/dx         « 

Aus  der  Reductionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  sich  för  )(i  =  1, 
6  ==  —  1,  n  =  1 

y  aj«-i(l  —  xydx 

= ^— ^ ; /  a5"~*(l  —  «Vd«; 

s  +  m  s  -{-  tn  J 

fahrt  man  die  Grenzen  x  =  1,  x  =  0  ein  und  setzt  voraus ,  dm 
m  —  1  und  s  -f~  1  positiv  sind,  so  erhält  man  einfacher 


A~-i(l  -^  xydx  =  ^T^    /*«*-* (1  —  a?)*d 


X. 


Bei  ganzen  positiven  n»  lässt  sich  diese  Formel  (m  — *  l)mal  nach 

einander  annrenden;  dies  giebt 

1 


/ 


af»~*(l  —  xydx 


m  —  1       m  —  2 


1 

1 —    f(l  —xydx, 

8  +  2 J  ^  ' 


0 

Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genommen, 

=  -  J^  (1  _  x).  +  1  +  <Ä»rt, 

daraus  folgt,  weil  s  -|-  1  als  positiv  vorausgesetzt  wurde, 

1 

0 

Substituirt  man  dies  und  nimmt  s  -|-  1  =  a,  so  gelangt  man  zn 

dem  Resultate 
1 

4)   /"*— Kl  -  xY-^äx  =    /•  V,^--;^"!~^^  ,..  a>0. 
J  a(a  +  1)  . . .  (a  + «  —  1)' 

Aus  der  vorhin  benutzten  Reductionsformel  eth&lt  man  ferner 
fllra=l,  6  =  —  1,  H  =  2,  s  =  —  I 

Vi  -x^ 


1  —  a;>        m  —  2     C  sf^-^dx 
-  1         "^  w  —  1  7  Vi—  ««* 


g«~»  V  1  —  a;> 
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Schreibt  man  m  för  m  —  1   und  filhrt  die  Grenzen  x  =^  1  und 
c  ^  0  eip,  so  wird  einfacher 

/x'^dx     fw  -—  1   r  x'^-^dx 
Vi   —  X^~         W       o/   Vi   ~  «2* 
0  0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je  nach- 
lem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

/dx Ä      r     xdx       
Vi  -.a?2-2V  Vi  ^^2-    ' 

0  0 

Qnd  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

r    al^dx  1  .  3  .  5  .     .  (m  —  \)  it    , 


0 

1 


r     ^dx  2  .  4  .  6  .  .  .  (»w  —  1}   ,  ,  . 

•^       y VT^7^  =    8.g.7......    ' ("•  ""8«™^«>- 

ü 
Wir  machen  femer  Gebrauch  von  der  Reductionsformel 

ic~e~«'  dx-srs- h  —  /  x'^-^e'-^'dx 

ad  führen  die  Grenzen  a?  =  oo  und  a;  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
ussetzung,  dass  m  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
roduct  Ä'*e'"'**  sowohl  far  a;  =  oo  als  für  a5  =  0,  und  daher  wird 

/CD  CO 

0  0 

»ei  ganzen   positiven  m  führt  die  wiederholte  Anwendung   dieser 

*ormel  auf  das  Integral 

/« 
e-»*dir=— ,  a>0 

nddaherwird  ' 

)  /a"e— *«!«  = ^;;^^n^ .  a>0. 

0 

Die  Fundamentalformel  8)  in  §.65  liefert  durch  Einführung  der 
renzen  «  =  J  ^  und  w  =  0 


I' 


/■ 

J    tt^COS^U 


du  n 


+  /3»sm2tt        2af^ 


t 
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Endlich  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formehi 

/z»     ,                acosßu  —  ßsmßu    _:„„    ,    ^ 
e-^^'cosßudu  = ^y2  j,  ga  *         +  ^ 

^     .    z»     ^                asinßu  +  ßcosßu    __.,    ,    ^ 
er^'^sinßu  du  = '^  ^  ]_  ^^ — ^^  e  "  +  C, 

und  nehmen  erst  tt  =  oo  dann  t*  =  0.  Unter  der  VorauBsetznng, 
dass  a  eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  versidiwindflD 
die  Producta  e^^^cosßu  und  e-^'^sinßu  far  «=  oo,  und  6B 
bleibt 


/ 


10)  J e-<"'cosßtidu  =  all.  tf»»  «>0» 

0 

OB 

11)  f€r'*^smßudu  =  -^-^-^^,  o>0. 

0  r    r 


§.  90. 
Fundamentaleigensohaften  bestimmter  Integrale. 

I.   Behält  die  Function /(x)  innerhalb   des  Intervalles  x  =  a 
bis  a;  =  &  dasselbe  Vorzeichen,    so  kommt  letzteres   den  Grossen 

f(ß)if(^  +  ^i)>  •  •  '/(^  4-  ^1  +  •  •  4-  ^«— i)  gemeinschaftlich  zu 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies ,  eine  Curve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

f(x)  =  Äcp(x)  +  BH^) 
an,   so   entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen,  welches  sich  zn 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  Ifisst;  man  erhält  nämlich 
b  b  h 

1)      f{Ä(p(x)  +  Bi}(x)}  dx:=:Ä  fq)(x)dx  +  B  fi>{x)dx. 

a  Ji  a 

Zu  demselben  Resultate-  führt  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn 

Cq>{x)dx  =  <^{x)  +  Ci ,   J^{x)dx  =  W{x)  4-  0, 

gesetzt  wird. 
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Aus  den  beiden  vorigen  Bemerkungen  zusammen  folgt  ein 
häufig  gebrauchter  Satz.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmteo 
Integrale 

h 

f(x)dx 


ß 


sei  f(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  (p(x)  und  ^(o;), 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  5  für  o;  =  a  ihren  grössten 
und  für  x  =  ß  ihren  kleinsten  Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intervall  (p(a)  —  g>(x)  positiv,  (p(ß)  —  q)(x)  negativ,  ferner,  wenn 
^(x)  von  a  bis  &  ppsitiv  bleibt,  auch  [(p(cc)  —  fp((ß)']^(x)  positiv, 
dagegen  [(p(ß)  —  9?(ic)]^(aj)  negativ.  Nach  dem  Obigen  ist  nun 
b  b 

I  [9(«) —  9?(a?)]^(ic) da? positiv;  /  [(p(ß)  —  q>(xy]if(x)dx  negativ; 

a  a 

durch  Integration  der  änzelnen  Theile  giebt  dies 

hl  b 

2)        9>(«)  1  if(x)dx  >  f  q)(x)ip(x)dx>(p(ß)  I  tlf(x)dx. 

a  a  ^  a 

Will  man  aus   dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

h 

a 

die  willkührliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  h  durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

b 


I  q)(x)ip(x)dx 


wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  q)(^)  muss  es  daher  einen  zwischen 
a  und  h  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  |  können  wir  mit  a  +  d'(b  —  a) 
bezeichnen,  wo  d'  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

b  b 

3)  /  (p(x)ilf(x)dx  =  (fla  +  d'Q)  —  a)l  1  ip(x)dx. 

a  a 

und  zwar  unter  der  Determination,  dass  ^{x)  stetig  und  ^(o;)  stetig 


ß 
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und  zugleich  positiv  bleibt  von  x  =  ahis  x  =  h.  Beispielsweise 
ist  nach  diesem  Satze 

stnx  .  xl^—^ax:=  stn  -7-  •  -■ 1 

4  m 

u 

woraus  xl  A.  folgt ,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  unendlich 
wachsende  m  gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderem  Wege 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  ^(x)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  3) 
b 

4)  f  q>(x)dx  =  (6  —  ä)(p[a  +  ^(6  —  a)]; 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §•  8,  Nr.  2). 
IL  Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  bestimm- 
ten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder  ab- 
nimmt. Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integra- 
les folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erklfirende 
Gleichung : 

6  c  «  ■  _ 

6)  ff(p)dx  +J'Ax)dx  =J/ix)d. 

a  b  m 

und  umgekehrt 

e  e  b 

ff(x)dx  —  ff(x)dx=zPf(x)dx. 

a  b  a 

Setzt  man  in  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksichtigt ,  dass  jederzeit 

a 


ix 


ß 


f(x)dx  =  0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b  a 

6)  ff(x)  dx=  —ff(P^)  dx, 

a  b 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschafben  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  offc  folgende  Bemerkung.     Nach 
Nro.  5)  hat  man 

J  /(x)  dx  =y  f{x)  dx  +J  f{x)  äx^ 
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ent¥rickelt  man  die  Integrale  der  lachten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  Öi  =z  d^  »     ,  =  A,^  =  5  setzt,  bo  ist  in  jedem  Falle 

o  rrt  —  und  die  rechte   Seite   der  vorigen  Gleichung   bildet   den 

91 

Grenzwerth  von: 


•  •  • 


+/(f*  +  y)»  +/(ft  +  y-Ä)Ä+/(^  +  y-~2Ä)Ä  4- 

+  /O*  +  y  —  w—  1  Ä)Ä, 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.     Ist  nun  für  jedes  | 

80  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus: 

«  +  y  fX      . 

8)  jf{x)dx  =  2  /  fix) dx. 

Ist  dagegen 

9)  /Ot-Ö  =  -/Öt  f  Ö, 

BO  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 


10) 


/f+y 

I  f(x)dx==0. 


fi~y 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende: 
wenn /(fi  —  |)==:/(|X-f-D,  so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
aus  zwei  congruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  C^und  BN,  Fig.  71, 
wo  OM  =  {JL  und  AM  =  y.  Die  Fläche  ÄBVNC  beträgt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC;  wenn  dagegen  f(fi  —  |) 
=  —  /(f*  +  I),  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 

Fig  72. 


BMD  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACMDB  =  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 

.'SohlOniiloh,  AnaljBiB.  27 


418 
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ebenso,  dass 


/  sm^xdx  =  2   /  sin^xdXt 


/  cas^xdx 


-»• 


=  21  coa^xdx 


sein  rnnss,  femer  bei  ganzen  nnd  pontiven  n: 

1, 


\n 


I  C08^*~^xdx  =  0,  I  sin^*-^xdx=0. 


-i- 


m.  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  bestimm- 
ten Integrales 


/ 


f(x)  dx 


fOr  den  Fall  su  erörtern,  dass  die  Function /(o;)  innerbalb  des  In- 
tegrationsintervalles  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet 
Tritt  eine  solche  ein  f ür  o;  =  x,  wo  b^x^a«  so  kann  man  nach 
Nro.  5)  die  Zerlegung 

b  x—o  6 

Pfix)  dx  =  //(«)  ^^  +  ff(^)  dx 


a 


X  +  0 


Fig.  73. 


K 


vornehmen,  die  geometrisdi  bedeutet, 
dass  die  über  der  Strecke  ÄJB=h  —  a 
(Fig.  73)  stehende  Fläche  AJBDML  G 
aus  zwei  Theilen  ÄKLG  und  KBBM 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KL  = 
/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
und  KM  =  /(x  +  0)  die  erste  Ordi- 
nate des  zweiten  St&ckes  sein  8oU.  Statt 
der  obigen  Gleichung  l&sst  sich  die  folgende  setzen: 
b       •  x—e  b 

Jf(x)dx  =  Idm^Jf(x)dx  +Jf(x)dx  j. 

a  a  X  +  & 

wenn  man  unter  d  und  s  zwei  in  Null  übergehende  Grössen  versteht 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

7(a?)dar  =  F(x)  +  Const. 


ß 


t. 
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ausführen,  so  wird  in  diesem  Falle 

6 


11)  //(a?)e?a;  =  F(5)  — F(a)  — iimjjF(x  +  Ä)-.F(x--«)|, 


a 


also  gilt  dann  die  Gleichmig  4)  oline  Weiteres  nicht  mekr,   sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Gorrection.     So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

/     ^«       ^      1 1_=_2 

J  (1— »)»        1  —  2         1  —  0 

setzen  zu  wollen ,  ohne  zu  beachten ,  dass  die  Function  7- r-^  für 

(1  —  xy 

X  =  1  discontinuirlich  wird;  der  wahre  Werth  ist 
1  1 


—  Lim 


l l (=-2  +  00 


fr 


1_2        1  —  0        —^    fl  — (i  +  Ä)        1— (1  — £) 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 

b 

—6 

SU  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Fläche 

käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  a;  =  0  eine  Unterbrechung 

der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 

b 

f—dx  =  lh^l{^l)-^Um  h(0  +  ö)  —  l{0  —  b)\ 


— » 


=  ü«.i(-i). 


Da  S  und  B  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 

B  , 

SO  ist  -T*  eine  unbestimmte  Grösse,  mithin  der  Werth  des  obigen 


Integjrales  so  iange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  £  und  8  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächefh^t  und  der  Ausdruck  00  —  00  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  €  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 

27* 


\^:    - 


420        Gap.  XV.  §.  91.    Substitution  neuer  Variabelen 


/ 


—  z=ll(x^)  +  Corist. 

X  a    V     /     ■ 


integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Differentiatioii  als  richtig  ausweisi 


6 

ß 


§.  91. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte^ 
gralen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einfuhren,  nur  sind 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  au  beachten.  Setzt 
man  nämlich  in  dem  Integrale 

b 

/[(fixyjdx 

a 

(p{x)  =  y^   so   erhält  man  wie  früher  (in  §.   66,  III.)  x  =  ^(^), 
^  dx  =^  i\>\y)dy\  ist  nun  o;  =  a  geworden,  so  hat  y  den  Werth  y(ö) 
angenommen,   der  oberen  Integrationsgrenze  x  =^h  entspricht  auf 
gleiche  Weise  y  =  9(&)  und  man  hat  daher 

b  flP(6) 

1)  ffl<P(^)]  dx  =JAyW(}f)dy, 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt ,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dassman,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  ^  =  7 (^) 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  iür  q)(x)  =  hx  -f-  Ä 

2)  ffihx  +  k)  dx  =  l.Jf(ji)dr, 

speci eller  für  a  =  0  und  b  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

Ä+i  1 

Jf{y)dy  =  hjfihx  +  Tc)dx, 

k  0  ^    ** 

oder,  wenn  h  =  a,  h  z=  ß  —  a  gesetzt  wird: 

ß  ^ 

3)  jm  dy^iß^  a)Jf[a  +  (ß^  a)x]  dx, 

«  0 
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wodurch   ein  Integral  mit  beliebigen   Grenzen  auf  ein  anderes  mii 
den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ist.     Setzt  man  weiter 


\            Z  X 

X  =  -— ; ,  also  IS  = 


I+ib' 1  —  x' 

so  erhält  man  zunächst 

wenn  ferner  a?  =  0  und  x  =  1  geworden  ist,   so  hat  is  die  Werthe 
g  =z  0  und  IS  =  l  =  CO  angenommen;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

a  0 

und  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0  und  00  verschaffen. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Integrale 


Mt)]'- 


-^dß 


l( — j  =  X,  mithin  ;er  =  e~*,  dis  =  —  e~^dx,  so  geht  dasselbe 
über  in 

0  OD 

—  /  of*e~^''dx  =  -f   /  x'^e-^^dx'j 

09  -    Q 

den  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 ,  Formel  8) 
für  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a  >>  0  ist,  daher 

i_ 

«•-id5  = — n — ,o>0. 


M)] 


Ö 

Mit  Hülfe  der  Substitution   sinw  =  a?,  w  =  aresin x^  du  ^=^ 
dx  :  Vi  —  Ä?2  erhält  man 

1^  1 

yr    xi^dx 

0  0 

und   so  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
(§.  89,  Nro.  5  u.  6).     Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 


j 


\it 


cos^  V  dv, 


0 

wie  die  Substitution  t;  =  J  ä  —  w  zeigt. 
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Eine  wesentliche  Modification  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  q>(x)  =  y,  nach 
X  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  Werth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genommen 
werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  w^fen 
geometrisch,  nämlich  y  =:q)(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeu- 
tet die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher  die  ' 
Absdsse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  beiden 
Goordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der  Ordina- 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll.  Ob 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entsprechen, 
das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab.  Wenn  di^elhe 
von  X  =  ahiB  X  =  h  nur  steigt  oder  nur  fallt,  also  9>'(aj)  sein  Vor- 
zeichen nicht  wechselt ,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues  y, 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  ^  ein  einziges  x\  es  ezistirt  in  diesem 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y=^(p  (x),  und  diese 
Umkehrung  x  =  tlf(y)   ist   die  in   der   Formel   1)  vorkommende. 


Fig.  74. 
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Wenn  dagegen  die  Curve  y  = 
(p(x)  innerhalb  des  Intervalles 
X  =  ahiB  X  =  h  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  hat,  welches 
für  a?  =  I  eintreten  möge,  so  fin- 
den sich  über  o?  =  |  hinaus  die 
früheren  Ordinaten  wenigstens 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Figur 
74,  für  OF=l  OM=x,  OMi 
=  »1,  die  zu  x<Zt  gehörende  Ordinate  MP  =  y  gleich  der  zu 
^1  ^  $  gehörenden  Ordinate  Mi  Pi ;  umgekehrt  giebt  es  also  für 
ON=y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP  ^=  x^  NPi  =  Xi, 
die  wir  durch  ^(y) und ;|r(y) unterscheiden  wollen;  von  diesen  beiden 
Umkehrungen  x  ^=  tlf(y)  und  x  =z  i{^)  ist  die  erste  da  zu  nehmen, 
wo  a;<C£  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  x^^  sein 
soll.     Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 

b  ^  b 

ffl<P(^)']dx  =ffMx)]dx  +  ff[(p(x)]dx, 

a  a  ^ 

SO  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  OJ^I,  im  zweiten  a?>|i 
also  dort  a;  =  ^(y),  hier  x  z=  %{y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 


ß 
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Ganz  ähnlich  ist  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  x  =  a 
und  X  ==  h  mehrere  Maxim a  und  Minima,  mithin  auch  mehrere 
Umkehrungen  stattfinden;  sind  |i,  I3,  .  /.  |n  die  Werthe  von  x,  für 
welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten ,  so  zerlegt  man  das  ur- 
sprüngliche Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  a?  =  a  bis  a?  =  |i, 
a;  =3=  li  bis  a;  =  {2  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Umkehrung  der  Gleichung  y  =  9?(a?),  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  (p(x)  =  a?*  -[-  2 ra?,  a  =  —  00,  5  =  +  00,  so  tritt 
ein  Maximum  ein  für  a?  =  —  r  und  aus  x^  -f"  2rx=y  folgen  die 
beiden  Werthe 

a?  =  —  r  —  Vr^  +  y,  x  =  --  r  +  Vr^  +  y, 
von  welchen  der  erste  <^  —  r,  der  zweite  >  —  r  ist;  nach  diesen 
Bemerkungen*  hat  man 


ß 


y(x^  +  2rx)dx 


—  r  00 

=  ff(x^+2rx)dx  +  rf(x^  +  2rx)dx 

—  ee  — r 


+  <^3' 


und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  lutegrations- 
grenzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird,  so  ist 

—  00  — r* 

für  y  =  r^  {e^ —  1)  erhält  man  noch: 

5)  ff(P^  +  2rx)dx  =  2rjf[r^{z^^l)'\dz. 

—  00  0 

Es  sei  zweitens  q>(pi)  =ya?H ,  a  =  0,   5=00,   so  tritt 

X 


=yi. 


fär  a?  =  1/  —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 
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0 

=//(>•' + ?)  ■"  +/'("  +7)"- 

Vf 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -] =  y  sind: 

a?  =  ^  [2^  -V2^2--4ayj,  «  =  ^  [3/  +  Vy«-4ayJ, 
und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 


f}{r.  +1  ) 


dx 


2Ya 


_oo 


oder  nach  gehöriger  Reduction: 

Nehmen  wir  weiter  Vy^  —  4ay  =  je?,  so  ergiebt  sich  noch: 

0  0 

Hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformelo 
ableiten;  für/(t*)  =  F  (j^I")  ^®^^  ^' ^''' 

CO  00 

'7       \a  +  /Sx  +  ya;V  Y  J       \/J+y4ay  +  W 

fttr/(M)  =  F(m' —  2  ay)  dagegen  ergiebt  sich  aas  Nro.  6) 

8)  yi"  (y'x»  +  ^^  dx  =  y /"l^(2  «y  + ;»»)  de, 

0  0 

und  wenn  man  «^  z=  a,  ß^  =  h,  x^  =  u,  e^  =:  t  setzt: 
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endlich  für  F(e)  =  9  (rTr)'- 

7  ^  \a  +  hu  +  cuy  Yü         VcJ  ''  \b+2Vac+iJ  Vt 

0  ü 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Um  wandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§.  92. 
Die  Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

b 


ß 


f(x)dx 


a 

.1 


geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
X  sondern  nur  voh  den  Integrationsgrenzen  a  und  6,  der  Natur  der 
Function  f(x)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abhängig 
ist.  Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich,  so  kann  man 
den  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  diffe- 
renziren. 

Aendert  sich  h  allein,   so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales: 

b  +  Jb  b 

Jf{x)dx^Jf(x)dx 


a 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  ^h  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
'den  Grössen  8  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  89  vorkommen,  also  z/6  =  Sn  +  i  zu 
setzen;   man    hat    dann   für   verschwindende  di,  $2,  .  •  .  .  d„  und 

in-^-i  =  dhi 
b 

Jf{x)  dx=  /(«)  (J,  +  f(a  +  8,)S,  +  f{a,  +  8,  +  d,)8,  +...> 


b 

ß 
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b  +  db 

i  ••••+/(a4-Äi+*2  +  -+*«-i)^n 

+/(«  +  *i  +  *«  H h*«)*ii+i» 

mitbin  durch  Subtraction,  Division  mit  dh  =  ^n+i  ^^d  weil  öi  +  ^a  + 
h  *n  +  *«+i  =  6  —  a  -{-  dh  inb  —  a  übergeht, 

djf{x)dx 

1)  -^-^^  =m. 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differentialquotient 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 


Jf(x)dx  =  -Jf{x)d 


X 


b 
ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  auf  o, 

welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

b 

djf{x)dx 

Enthält  die  Function /(o;)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Con- 
staute  r,  in  welchem  Falle  wir  /(x^r)  für  f(x)  schreiben,  und  sind 
ausserdem  a  und  h  von  r  unabhängig,  so  hat  man  die  Gleichmig 


ff{x,r  +  dr)dx  -ff{x,  r)d 


X 

b 


± rf{x,r-]-dr)-^f{x,r) 


=/& 


a 


a 

Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

/(r  +  Ä)  =/(r)  +  hfr(r)  +  |  Ä»//(r  +  sh) 

0<«<1 
für  A  =  ^r  anwenden  und  giebt 


I  f(x^  **  +  ^r)dx  —  I  f(x,r)dx 

a  a 


h 


=JfM,  r)dx-\-\  ^rfr;  (x,r-\-s  Jr)  dx. 


a 
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Ist  nun  bei  anendlich  abnehmenden  ^r 


a 


•   SO  folgt  ans  der  vorigen  Gleichung  durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
Terschwindende  ^r 


dff(x,r)dx  ^ 


dx. 


dr 

a 

Die  in  Nro.  3)  angegebene  Bedingung  ist  übrigens  immer  erfüllt, 
wenn  a  und  h  endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig /[.'(a?ir) 
7on  0?  =  a  bis  a?  =  l>  nur  endliche  Werthe  hat.  Aus  Formel  4)  in 
§.  90  folgt  nämlich 

b 
a 


0 

ß 


'las  Integral  besitzt  also  einen  endlichen  Werth  und  wenn  dieser  mit 
2/r  multiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Product  gleichzeitig  mit 
^/r  gegen  die  Grenze  Null.  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson- 
ders untersucht  werden,  ob  die  Bedingung  3}  erfüllt  ist. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
f(x)  und  zugleich  in  a  und  h  vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
les, der  för  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Function 
dreier  Yariabelen  a,  h,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz. 
ten  abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Hegel  der  Differentialrech- 
nung 

dW_dW     da       dW     dh       dW 
dr  ~  da    '  dr  ^    db    '  dr  ^    dr  ' 

und  sie  giebt  in  unserem  Falle 
dW 


dr 


a 


oder,  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differential- 
quotienten kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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5) 


A 

I)rjf(x,r)dx 


a 


=  /  [I)rf(x.r)]dx  +/G»,r)  .  Brl—fia.r)  .  Dra, 


wobei  vorausgesetzt   ist,    dass    die   Bedingnngsgleicliimg    3)  statt- 
findet. 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  sich  y  =/(jj,f) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 


Fig,  75. 


A   A. 


B  B. 


die  über  der  Strecke  h  —  a  =  AB^ 
Fig.  75 ,  der  Abscissenachse  ste- 
hende Fläche  ilJ?2>  C  denkt.  Aen- 
dert  sich  nämlich  r  in  /(a?,  r)  al- 
lein, so  erhält  man  eine  ähnliche 
Curve  von  anderem  Parameter, 
und  die  Fläche  ABBC  nimmt 
um  den  Streifen  CBFE  zu,  wel- 
cher durch 
b 

J[Brf(x,r).dr]dx 


ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige  Aenderung  von  h  wächst  die 
Fläche  umBB\BiI>  =z  f(h^r)  ^  Brh  .  dr^  und  durch  Aenderung  des 
a  vermindert  sie  sich  um  AAiGiC  =  f(a,r)  .  BrCt  .  dr.  Die 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  h  und  a  verwandelt  die  ursprüng- 
liche Fläche  in  ^x-^i-^i-^ai  und  mit  Weglassung  der  Vierecke 
BBiFiF,  CCiEiE,  welche  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ord- 
nung sind,  hat  man 

ÄiBiFiEi  —  ABBG=  CBFE  +  BBiBiB  —  AAiCiC 

aus  diesem  Differential  der  Fläche  ABBC  ergiebt  sich  derselbe 
Differentialquotient  wie  oben. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  Differentiation  in  Beziehung  auf 
einen  Parameter  r  oder  die  sogenannte  Variation  eines  Param^eters, 
um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  neue  Integrale  herzu- 
leiten. 

Differenzirt  man  z.  B.  die  Gleichung 

1 

c»*  —  1 


/ 


e''^dx  = 
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in  Beziheong  auf  f  and  beachtet,  dass  linker  Hand 

von  »  =  0  bis  05  =  1  endlich  bleibt,  so  gelangt  man  (ohne  An- 
wendung einer  sonst  nothigen  Reductionsformel)  zu  der  neuen 
Gleichung 

(r  —  1)6'-  +  1 


J  xe'^dx=:^^ ü^ 


0 

die  nun  wiederum  nach  r  differenzirt  werden  kann. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

2' 


In 


j 

0 


da  n 


a^€os^(o  +  ß^sin^io        2aß 


cc^  =  r  und  differenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 

dcD  ^n         1 


\n 


J 


J  r COSTCO  +  ß^sin^CD        ^ß     y^ 

n-mal  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
hält man 


2 

(—  1)«  1  .  2  .  3  .  .  .  n  / 

0 


I» 


cos^'^codca 


(r  cos^  ö  -\-  ß'^  sin'^  o)»  +  ^ 


_  ^  ,_    .„  1  .  3  .  5  .  .  .  (2  n  —  1)      1 


2ß^       '  2«  r^'Vr 

and  nach  Restitution  des  Werthes  von  r 

In 

cos^^(od(o  1.3.5...(2w — 1)        n 


7) 


7(«' 


(««COSTCO  +  /32sm3c»)»  +  i         2.4.6....    (2n)      2a3«  +  i/3 

Diese  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß*^ 
differenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In  manchen  Fällen  dient   dasselbe   Verfahren  in   umgekehrter 
Weise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.     Ist   nämlich   W  der 

unbekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  — — 

ein  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  V  bekannt  ist;  man 
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findet  dann  W  =  J  Vdr.      Ein   Beispiel  hierzu    liefert    die  An- 
nahme , 

8)  W=     ' ' dx,r>0. 

%j  % 

0 

Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  so  müssen  wir 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 


=/ 


z/r        J  X 

0 


00 


0 


0 


der  letzte  Ausdruck  sich  bei  verschwindenden  z/r  gestaltet.  Giebt 
man  dem  £  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leidit  n 
sehen,  dass  der  Werth  «des  noch  übrigen  Integrales  weniger  be* 
trägt  als 

00 

1 


/• 


xer^'^dx  = 
dagegen  mehr  als 


r« 


00 


/' 


gr-Cr  +  ^r)*^^  2— 


(r  +  z/r)a  * 

V 

hieraus  folgt 

00 

Lim  j  Jr  y  rre-^''+«^''>*da?|  =  0, 

0 

dW        1 
dr         r 
Durch  Integration  erhält  man 

W=lr  +  Canst., 
und  hier  bestimmt  sich  die  Integrationsconstante  aus  der  Bemerkung, 
dass  (nach  Nro.  8)  T7  =  0  werden  muss  für  r  =  1;  es  ist  daher 
Const.  =  0,  W  =  Ir  d.  h. 

dx  =±  Ir,  r>0. 

X 


10) 
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Nach  denitfelben  Verfahren  erhüt  man 

J '- -^^ -^— daj=r(Zr— 1)  +  1,  r>0. 


§.93. 
Verwandlimg  von  bestimmten  Integralen  in  Reihen. 

Wie  bei  mibesiimmten,  so  benutzt  man  anch  bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Reihen  zur  Berechnung  der  Integral werthe; 
dabei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 

/*  b  h  h 

<s  a  a  a 

nicht  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Reihe  ins 
Unendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Reihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Rest  hinzufügen  und  schliesslich  untersuchen,  ob  das 
Restintegral  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Rei- 
henglieder unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  II.)*  Einige  Beispiele  mö- 
gen dies  zeigen. 

a.    Das  zu  berechnende  Integral  sei 


J    1  +  X 


+ 
Wollte  man  geradezu 

setzen,  so  würde  ein  unbrauchbares  Resultat  von  der  Form  U=  -f~  ^ 
—  00  -j-  00  —  00  -j-  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
erst  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.     Nun  ist 

_  rxf^-^dx         Cx^-^dx 
J   1  +  a?    ^J    1  +  a;  * 

0  1 

im  ersten  Integrale  schreiben  wir  ^  fiir  a;,  wodurch  sich  dasselbe 
nicht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 

—  ==  y»     flj  r=  — ,     c?a?  =  —  — -, 
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und  erhalten  statt  jenes  Integrales 

0 


_  r      dy        ^         rrfdy_ 

J  yf'(y+^)      '^  J  i  +  y' 


l      "      ^  0 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 

1 

U=      —.-T-—  dy. 
Hier  lässt  sich  die  Reihenentwickelung 

^-i—  =  1  _  y  +  y«  _  yS  ^.   ...  ^.  (_  l)n^ly.-l  ^.  ^li]^ 

benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegrale  haben  endliche  Wertfae 
sobald  die  Grössen 

f*,  f*  4-  li        f*  4-  2,  .  •  •  •        /*  +  n  —  1, 

—  ft  +  l,  — f*  +  2,  — f*  +  3, —  f*  +  w, 

positiv   sind,  d.  h.  weon  ft  zwischen  0  und  1  liegt.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich 

^  =  ^  -  T-?-:  +  tA—.  - +  (-  1)"-'         ^ 


ft        l+ft'2+f*  ^       '         n— 1  +  fi 

J 3^ \ 1 \ ....     -Lf— i)«-i    — 1_ 

oder  auch  durch  Zusammenziehung  von  je  zwei  Brüchen 

f*    ^    12  — ^2  22—^2^  ^^  ^      (W—  l)2-fl2 

1 

_j_  (-1)«-!  —1—  +  (-  1)«  f^^  +  y'~^  r-^dy. 

Man  bemerkt  leicht,  dass  yi*-  +  2/^"^*  immer  zwischen  0  und  2  ent- 
halten ist  und  dass  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mehr 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  als 

1  1 


^ffT-y^y<^f^-'^y 


+  y 

2 

mithin  weniger  als  --  (vergl.  §.  90  Formel  2).     Lässt  man  daher 

n 

in  der  Gleichung 


•    •    •    •    • 
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1  _ 

u  -  (- 1)— 1  — 1 (- 1)«  fyLljLJl  n-i  dy 

ft    "^  12  —  fA2         2«  —  fA3  "T-     •    ^     -r  K      i;    ^^_  1)2  — ft« 
die  Zahl  n  unendlich  wachsen,  so  erhält  man  für  U  die  Entwickelung 

u  =  L  +  -M ^^      I      ^^ 

ft   ^  1«  —  f*«         2«  —  ft«  ^  32  —  ^2 

Die  vorliegende  Reihe  ist  summirhar  nach  Formel  ß)  in  §.  60;  zu- 
folge der  ursprunglichen  Bedeutung  von  U  und  des  nachher  gefun- 
denen Werthes  hat  man 

00 

1)  / -r-i —  =  "' 1  o<fA<i, 

c/    1  +  a?         stnux        ^^ 

0  ^ 

oder  auch  für  x  =  t^  =  tan^O  und  2^1  —  1  =  A 

b.    Versteht   man  unter  p  eine  ganze  positive  Zahl  >>  0  und 


setzt 

00 

F 

0 
so  hat  man  identisch 

00 


00 


:Mif 

1  —  e- 


0 

_  r  1 i_ i_  1  ] 


^It^." 


'^er^''  de. 


Sehr  einfache  Betrachtungen  zeigen ,  dass  der  Quotient  a  :  (e*  —  1) 
immer  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
daher  einen  positiven  Werth,  der  weniger  beträgt  als 


/- 


1  .  2  .  .  •  (p  —  1) 


nP 

SchlOmilch,  Analysis.  I.  28 
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Versteht  man  unter  q  einen  nicht  naher  bestimmten  positiven  echten 
Bruch,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  .  2  .  3  .  .  .  (p  —  1) 


F  — 


nP 


=  i-2...i>|jjqn-+ 2FH  +  3FTT  +  •••  +  ;i^i\ 

schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachs^pden  n  und  constant 
bleibenden  p 

»^  =  1  •  2  •  •  •  P  [i^  +  äiJpT  +  3^  +  •  •  •  •  ] 
oder  nach  einer  schon  früher  (§.  50)  gebrauchten  Bezeichnung 

OD 

— — y  =  1.2.3..  .i)Sp  +  i,  p>0. 

0 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  p  =  2q  —  1  läast  sich  S^q  durch 
die  Berno ulli'sche  Zahl ^29— 1  ausdrücken  (§.  50,  Nro.  28);  es  wird 
dann 

^  J    e*—  1   ""  2g 

oder  auch  wenn  man  statt  g  eine  neue  Variabele  r  mittelst  der  Sub- 
stitution je?  =  2  3rr  einführt, 

^  J  e^^^  —  1  4a    ' 

0  * 

c.    Als  letztes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


/sin  ß  z 
e*""—  1 

0 


0 

Zunächst  ergiebt  sipli  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 
W 


~J  r~'  "*"  ^~^'  +  •••  +  «■"+  _  <  sinßede 

1       ß         I         ß         ,    .  ß 


ß2   -I-    12      '      ^2    _|_    22       '  /3*   +   «« 
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das  Prodnet 

«•—1     ße 

liegt  immer  zwischen  +  1  und  —  1,  daher  ist  das  letzte  Integral 
zwischen 


/ 


\  r  1 

^  de  z=z  ^ und  —  /  e""'  de  =z 

n  J  n 

0  Q 


enthalten,  und  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichung  schreiben 

n         jS»  +  12  ^  /5a  -f  22  ^  /5«  +  n»* 

-1<P<  +  1. 
Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  wird  hier- 
aus 

w—        ß  ,  ß  ,  ß  t 

/5»  +  1«  "^  jS»  +  2«  "^  /5^a  +  32  "* 

d.  i.  nach  Formel  6)  in  §.  59 

ßv  rsinße    _         .(    eß^  +  e-ß^        1 


0 

Setzt  man  noch 


ß  =  2:^r,  /S  = 


2ä* 
so  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

«X  /'l  "-  cosat  dt       ,       .    ,  L,^  V      ,   ) 

Ö)  7    e^nt^i    T  ==  J''  +  ^  p(l-e~«)-  Za[, 

welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a 
verificiren  lässt. 


28' 
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§.94. 
Beihensommirungen  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Ansdmck  gel- 
ten kann,  dessen  Werth  sieb  nach  §.  82  mit  jedem  gew&ischien 
Grade  der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  Ton 
Yortheil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  zu 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzteren 
auszudrücken.     Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.    Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 
tl;(x)  =fix)  +  ^^/(^)  +  Y^V'(a:)  +  .  .  .  . 

^  1  .2...(n-l)''         ^^ 


so  ergiebt  sich 


/«>(«) 


dx  1  .  2  .  .  .  (»  —  1) 

mithin  umgekehrt  durch  Integration 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst  a;  =  &}  dann  X'=:a 

und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von^(a?).  lat  nun/*)(a;) 

endlich  und  stetig  von  o;  =  a  bis  x  =  hy  so  ist  es  auch  das  Pro- 

duct  Q>  —  xY~~'^f^\x\  und  die  Differenz  ^(&)  —  ^(a)  besitzt  dann 

denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 

b 

(h  —  xy-^ 


/■ 


/«)  (x)  dxi 


1     2  ...  (n  —  1) 
vermöge  der  Bedeutung  von  ^(a?)  erhalten  wir 

I  .  2  .  ..  (m-1)-'         ^^       7  1.2...(n— l/    ^^ 

a 

oder 


•a. 
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O  /{«)  4-  ^-^/(a)  +  <-^/'(«)  + 

^  1  .2...(n-l)''         ^^ 

6 
a 

Setaien  wir  h  —  a  z=^  h  und  schreiben  u  für  a?,  so  haben  wir 

2)  /(a)  + A/(«)  +  -*!_/'(«)  + +  _itl^y(-«(«) 

a+Ä 
a 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  eine  Summenformel  für  die  n  ersten 
Glieder  der  Taylor 'sehen  Reihe.  Gewöhnlich  schreibt  man  statt 
der  Gleichung  2) 

3)  fix  +  A)  =f(x)  +  -J-  f(x)  +^f'(x)  + 

wo  Bn  den  Rest  der  ReiUI  bezeichnet,  nämlich 

4? 

Durch  Substitution  von  t»  =  05  +  t?,  elf»  =  tf  v  erhält  letzterer  die 
Form 

0 

und  daraus  wird  für  v  =  hw 

1 

«>       ^  =  1.2.. *!(«-!)  A  -  "'>""'^"'  (^  +  *«'>  ^"'- 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  x  füx  h, 
so  erhält  man 


/"-'>  (0) 
1  .  2  .,.(«—  1) 


+  1— S /,       ,^  a^-*  +  Ä. 
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wobei  der  Rest  Rm  unter  folgenden  Formen  dargestellt  werden  kaoo 

X 

0  ^ 

1 

^>      ^"=1.2.  !'.in^)A-^y^'^"(-^>'^- 

0 

Wendet  man   auf  das  hier  vorkommende  Integral  die   Formel  3) 

S.  415  an,  indem    man    in  letzterer  tu  für  x  und   nachher  q){w) 

=-/(*») (a;«;),  ^(to)  =  (1  — toY'^  setzt,  so  gelangt  man  zu  dendb» 

Restformel,  welche  sich  aus  Nro.  5)  S.  207  durch  die  Specialisirnng 

ilf(io)  =  X*  —  (a?  —  «?)■  ergiebh 

n.     In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fläche 

b 

U=J  f{x)dx 

a 

mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lässt,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  7)  und  9),  wenn 

f{x)dx  =  F{x\        Ä  =  ^  "~  ^ 


ß 


n 

gesetzt  wird, 

h 


ff{x)dx 


=  Äti/(a)+/(«+»)+/(a+2Ä)  +  -+/(«+n-lÄ)+|/(o+»Ä)] 
-h^'Wifl-lfnh)  -/(a)]  +  5|i9Ä«[/"(a  +  «Ä)  -/'"(a)]; 

darin  bezeichnet  q  einen  positiven  echten  Bruch.  Nimmt  man  in 
dieser  Formel  a  =  i^  =  1  mithin  &  =  n  -f-  1  und  addirt  beider- 
seits \f{n '{'  1),  so  hat  man 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  ...+/(«+!) 

n+l 

=Jf(x)dx  +  i[/(n  +  1)  -  /(!)]  +  i[/(n  +  1)  -  /(!)] 

-8ii9[/"'(«+l) -/;'(!)] 

oder  für  n  -{-  l  =■  p  und  durch  Trennung 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  . .  +  /(p)        . 

=Jf{x)dx  -Jf{x)dx  +  Ifip)  -  i/(l) 


i 
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Fasst  man  die  Yonp  unabhängigen  Ausdrücke  zu  einer  Gonstanten  0 
zusammen,  so  hat  man 

10)  /(l)  +  /(2)  +  /(3)  +...+/(!,) 

=  G  +ff(x)dx  +  ifip)  +  Ä/(p)  -  d-^QriP). 

Dabei  müssen  f(x),  f{x),  f'(x),  f'\x\f^{x)  endlich  und  stetig 
bleiben  von  a;  =  1  bis  o?  =|);  die  letzte  Function  darf  innerhalb 
desselben  Intervalles  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  der  echte 
Bruch  Q  ist  immer  positiv.  * 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.     Mit  der  Annahme /(d?)  =  —  genügt  man  den  angegebenen 

X 

Bedingungen,  nnd  zwar  für  ;|edes  x^  \\  ferner  ist 

A«)  =  -^,   /"(«)  =  - 1. /-(*)  =  +  ! 

mithin 

Um  die  Constante  C,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Wwth  haben 
muss,  zu  bestimmen,  schaffen  wir  Ijß  auf  die  linke  Seite  und'  gehen 
zur  Grrenze  für  unendlich  wachsende  p  über;  es  wird  dann 

12)  i<«  [j  +  J  +  i  +  . .  .  +  i  _  ^  =  C. 

Diese  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 

n  —  1  '         n 

benujbzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu- 
tionen 

^  =  "'  (1  +  %xy  =  * 

hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  x  der  Werth  von  a  zwischen  0 
und  1  enthalten  ist.     Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  o;  =  1,  ^, 

J,  •  •  •  — ,  so  erhält  man 
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I  +  I  +  I  +  ---  +  j-l(P  +  l) 

^       n       Vlj«  ^  2«  ^  ^  pv' 

wobei  «1 ,  £3 ,  *  •  *  £|i  Terschiedene  positive  eobte  Brüche  bezeiefanen. 
Zufolge  dieses  Umstandes  liegt  die  letzte  Summe  zwiscben  Null  und 

i  +  i-L      ..4.1 

sie  bildet  also  einen  Brucbtbeil  dieses  Ausdruckes.  Zerlegt  man 
KjP  +  1)  iö  Zjp  -j-  M  1  +  — )  und  geht  zur  Grenze  für  unendlich 
wachsende  p  über,  so  wird 

und  für  unendliche  n 

13)  C  =  |S,-|S3  +JS4 ; 

dabei  haben  S^^  83,  iSi,  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  §.  50 
Formel  8).  Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Reihe  wird  rascher  con- 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0  =  1  -  <2  -  1  +  1  -  I 

vereinigt,  nämlich 

14)  C=l-l2  +  l(82-i)^l(8s-l)  + 

und  hieraus  findet  man 

G  =  0,5772156649  •  •  .. 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielsweis  p  =  1000,  so  wird 
der  Rest 

64  .  1000*  ^  1013' 

mithin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  i  -[-  1  -j-  .  .  .  -| 1—  ^^if 

wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  .  .  . 

b.     Die  Annahme  f(x)  =  Ix  genügt  gleichfalls  den  aufgestell- 
ten Bedingungen,  falls  ic  >  1  ist;  sie  giebt 
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S)  II  +  12  + Ip  =  1{1.2.S..  .p) 

m  die  Constante  zu  bestimmen,  erinnern  wir  «B  die  identisohe 
-leichung 

q       n  (9n         ,^  _   1   •  2  •  3  .  4  .  .  .  (2g)  _  1 .  2  .  3  . . .  (2g) 

.tf.o...i^g      *;  —  2.4.6.8...  (2ä)""2«.1.2.3...a' 
''orans  folgt 

2.4.6...  (2g)       _  2^g(1.2.3...g)3 
1.3.5....  (2g— 1)  ~  1  .2.3  .  .  .  (2g)' 

V^ir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
er  Ausdruck  2ql2  +  21(1. 2,. q)  —  Z (1.2.. 2g)  entsteht,  und 
ransformiren  die  Logarithmen  der  Producte  1  •  2 . . .  g  und  1 . 2 ...  2  g 
ach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

I2p        192|)8  ^ 

ein  möge;  wir  erhalten  so 

<i 's  *a '.•.•(.?- .))  -«-!'"  +  J'«  +  ^  ".  -  "* 

der  nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  Z(2g  -]-  1) 

)ie  linke  Seite  kann  unter  der  Form 

,/2    2    4    4    6^6  2g  2q     \ 

\1    3    3    5   5    7  2g  —  1  2g  +  1/ 

Largestellt  werden  und  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  g  gegen 

lie  Grenze  Z(|»)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  — ,   Uq  und 

^2^  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 
l(\n)  =  20—212  oder  C  =  \H2n). 
*^ach  Nro.  15  ist  nun 
16)  l{\.2.^...p)  =  \l(2it)  +  (P  +  D^JP-P 

+  J ?« 

^  12i)        192i)»' 

irelche  Formel  bei  grossen  p  eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Schon  in  dem  nicht  günstigen  Falle  ^  =  10  erhält  man  nach 
►eiderseitigef  Multiplication  mit  dem  Modulus  der  Brigg'schen  Lo» 
rarithmen 
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log(l . 2 . 3 ...  10)  =  6,5597642  —  q  .  0,0000023 

oder  für  ^  =  1  und  p  =  0  ' 

6,5597619  <  % (1 . 2 . 3 . . .  10)<  6,5597642, 

was  mit  dem  Werihe 

log(l.2.3...10)=  6,6597630 

auf  f&nf  Becimabtellen  übereinstimmt. 

Benutzt  man  wieder  üp  zur  Abkürzung,  so  hat  man  nach  Nra  16] 

17)  1  .  2  ,  3  .  .  .  p  =  V2pi(p(e^. 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoelficient  (ji)^  eines  gsa* 
zen  Exponenten  ft  untor  der  Form 

1.2.3 (ß, 

1  .  2  .  ,  .  (ft  —  Ä)  .  1  .  2  .  .  .  ifc 

dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  17)  das  Resultat 

^^^   ~  V2^  (f* - Ä)^-*+'^Ä*+^ 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholtai 
Versuchen  von  Werth  ist. 


Cap.  XVI. 

Die  mehrfachen  bestimmten  Irltegrale. 

§.  96. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  zur  Cubatur 

begrenzter  Bäume. 

Wenn  eine  Function  zweier  Yariabelen  x  und  y  zuerst  in  Be- 
ziehung auf  y  bei  constant  bleibenden  x  iategrirt  und  das  Ergebniss 
dieser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  unter- 
worfen wird,  so  entsteht  ein  DoppeHntegral,  welches  man  durch 

J'äxJ  f(x,y)dy 

bezeichnet  und  wobei  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  der 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.    So  ist  z.  B. 

=  -l(x+Vx^  +  y^)  +  Cx  +  C 

und  darin  bedeuten  C  und  Ci  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeführten  willkührlichen  Gonstanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
bleiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
Integrationen  zwischen  bestimmten  Grenzen  vorgenommen  werden 
sollen. 

Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung  des  einfachen 
Integrales  ist 


/ 


/(a?,  y)  äy 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe  * 

•  •  •  +  A^^yo  +  «1  +  «2  H h  ««-i)«« 

unendlich  nähert ,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  £1 ,  £2  >  '  *  *  ^  ii^*8 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegen 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  T  —  y^  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  unbe- 
stimmten Integrales 


/ 


f{x,y)äy  =  F{r,y)  ;f  Const. 

angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x,y) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

/(Jpi^o)  «1  +  A^^yo  +  «i)«2  +  A^^th  +  «1  +  «•i)«3  +  •  •  • 

•  •  •  +  A^^yo  +  «1  +«2H h  «.-O^i 

=  F(x,  7)  -  F(x,  yo)  —  <J 

setzen ,  wobei  nach  §.  64  S.  305  die  mit  6  bezeichnete  Grösse  zwi- 
schen —  ^(Y — ^o)  ^^d  +  f*(^ — yo)  liegt,  wenn  ft  eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  Xq,  Xq  +  Äi,  aJo  +  ^1  +  ^2»  •  •  •  ^  +  ^1 
4-  ^2  +  •  •  •  +  ^»»—1  nnd  ihuftipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  8iy  $2)  •  •  •  ^mt  so  erhalten  wir  durch  Addition 

/(^o,  yo)  *i  «1  +  /(^o»  2/0  +  fi)  *i  «2  +  /(i»o,  yo+  Si  +  £2)  Äi  £3  +  •• 


•    •    • 


4-  A^  +  *i  +  *2  H h  *m-i»  yo)  Sm^i  + 

=  [F(x,,T)--F(xo,yo)]8i  +  [F(xo+d,,Y)^F(xo  +  8,,yo)]8,+*- 

—  (^1  *1  +  <^  *2  H f-  <JmÄm), 

worin  jede  der  Grössen  ^1,  (52,  .  .  .  ^^  beliebig  klein  gemacht  wer* 
den  kann.  Wählen  wir  tfi ,  ^2 ,  .  .  .  8^  so ,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  a?o  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  von 
der  Form 

22f(x,y)^x^y, 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltenden 
Werthepaare 
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«01^;  Ä6,yo+«i;  «o.ste  +  ^i  +  ^i;-- 


•  •  •< 


Bziehen  und  der  Reihe  nach 

Jx  =  5,,  62,  S3,  .  .  .  .  *«, 
z/j^  =  £1,  £2»  ^3»  •  •     •  f«» 
d  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 

X 

=J[F(x,  Y)  -  Fix^y^)]  dx-^  Q 

etzen,  wo  q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m  unendlich  wächst, 
sdoch  ißt  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  F(x,  y)  endlich  und 
tet%  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  a;  =  Äo  bis  x=zX  und  y  z=  y^ 
äs  y  =  T.  "Was  endlich  die  Summe  (JiSj  4"  ^2^2  +  ©tc.  anbe- 
Euigt,  so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
chen  —  X(X  —  Xq)  und  +  ^(^  —  ^o)  gefasst  werden  kann,  wo  A 
ine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
^merkungen 

Um  SEfix,  y)  Jxdy  =  j  [F{x,  T)  —  F{x,  y^)]  d  x. 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X        Y 

Lim  UUf(x,  y)JxJyr=  I      I  f(x,  y)  dx  dy, 

xo       Vo 

d.  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 

der  Doppelsnmme  von  f{x^y)/Jx/dy^  wenn  x  und  y  alle  mit  den 

Integrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  ^o;  und 

<äy  gegen  die  Null  convergiren;  die  Gleichung 
X      r  X 

f  fn^, y)dxdy  =  J\F{x,  Y) - F{x, y^)] dx 

•  X        r 


=    I  dxj  f(x,y)dy 


xo         Vo 

Seigt  dann,   dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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gende  lotegrationen  gefnnden  werden   kfuiii,  falls  -  di«  ^tegntiou- 
grenzen  endliche  OtCsms  aind  und  die  FuDCtionen 

f{x,y),Jf{x,y)dy,   Jdxjnx,y)d9 

innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  Htelig  blüben. 

Aus  der  summatoriBchen  Bedeutimg  des  Doppelintegrales  gäA 
noch  hervor,  dass  ob,  wenn  auch  umBtfindlich,  doch  jederzeit  mAglidi 
wäre,  den  WerUi  eines  Doppelint^ralea  direct  mit  'beliebiger  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen. 

Den  vorigen  onalytiBchen  Betrachtungen  läsat  sich  auf  folgende 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  sur  Lösung  una 
stereometriBcben  Froblemes  fahrt.  In  Fig.  76  mdgen  OL  =  ft 
Fig.  76. 


LN=y,  NP  ^  e  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Pnnktei 
P  bedenten  und  es  sei 

die  Gleichung  einer  Flfiche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  femn 
denken  wir  uns  in  der  s^^Ebene  parallel  zur  ^Ächee  zwei  Gei:ad< 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  nSmÜcb 
OL^  =  Xf  und  0L\  =:  X  sein  mögen ;  in  derselben  Ebene  stellen 
wir  uns  endlich  zwei  Gurven  vor,  welche  durch  die  GlelchuDgen 

bestimmt  Bein  Bollen.  Jene  Geraden  und  diese  Gurren  Bchneiden 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theila  g-emd,  theils  krumm- 
linig begrenztes  Viereck ;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eioee 
geraden   Cylinders ,    welcher  oberhalb   durch    die    vorhin   erwähnte 
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Fläche  begrenzt  wird ,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  V 
dieses  Cylinders  zu  berechnen. 

Aendem  wir  x  um  dx,  gleichzeitig  y  um  dy,  construiren  wir 
femer  das  Rechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Punkten  seiner 
Peripherie  Gerade  ||  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
ein  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z  und  der  unendlich  klei- 
nen Basis  dxdy\  sein  Volumen  ist  edxdy  =  f{x,y)dxdy.  Das 
gesuchte  Volumen  V  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 

V=  J  J  zdxdy  =   f  Jf(x,tj)dxdy, 

wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den  Um- 
stand rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
Tollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
gen, der  y  und  x  zusammengezählt  werden*  Vereinigt  man  erst  die- 
jenigen Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 
den  verschiedenen  von  y^  bis  Y  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 

r  r 

/  /(a?,  y)  dx  dy=dx  j  f(x,  y)  dy 

das  Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
und  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  yp,  steht,  mithin  den 
Querschnitt  NqNi  Qi  Qo  zur  Basis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ser von  o;  =  OTa  bis  a;  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  wir  dus 
ganze  Volumen 

1)  V=   fdxff(x,y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

Fr=    Cudx, 

worin  U  den  Fl&heninhalt  des  Querschnittes  ITq  Ni  Qi  Qo  bedeutet, 
welcher  im  Abstände  x  parallel  zur  ^^er-Ebene  gelegt  ist.  Nach  der 
bekannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN=  y 
als  Abscisse  und  NF  =  ^er  als  Ordinate  ansehend, 

y 

U=       edy. 
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mithin  durch  Substitution  in  die  Torige  Gleichung 

X        Y  X  ^ 

Diese  Formel  stimmt  mit  Nro.  1)  überein ,  sobald  /(«,  y)  für  5  ge- 
setzt wird.  , 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  Fall.  Die 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestiflunt 
durch  die  Gleichung 

die  Basis  des  Volumens  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  mh 


Fig.  77. 


den  Kathetffli  0^=0)' 
OB  =  h.  Die  Sommstioi 
aller  Volumelaneate ,  d.  k 
die  doppelte  Ltt^iatien  be- 
sieht sich  dann  auf  alle 
positiven  x  und  y,  wdehe 
der  Bedingung 

—  a         o  — 

genügen,  mithin  sind  die 
Int^prationsgrenxen 


Xo  ^=  0,  X  =  OÄ    =  a. 


Dies  giebt 


F  =  fdxjiax*  +  /Jy»)dy 

0  0 

=  Al""'('-7)+«K'-f)'l 

0 

Denkt  man  sich  denjenigen  Punkt  2)  der  Fläche  aufgesucht  ^  dessen 
Coordinaten  OA  =  a,  OB  ^=  AC  =  h,  CD  =  c  sind,  so  ifit 
c  =  aa*  +  /J6*,  mithin  F  gleich  dem  swölflen  Theile  des  Paral- 
lelepipedes  aus  den  Kanten  a,  2»,  e. 
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Für  ein  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraholoid 
als  obere  Begrenzungsfläche  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a  und  &  construirte  Ellipse.  Die  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x  und  y^  welche 
der  Bedingung 

0  <(?)•  + (i)'< .        ,  , 

genügen;  daher  ist 

Die  Ausfuhrung  beider  Integrationen  giebt 

worin  wieder  ein  einfacher  stereometrischer  Satz  liegt. 


§.  96. 
Die  Umkehrung  der  Integrationenfolge. 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der  Definition 


// 


f{x,y)dxdy  =  Lim2]I]f(x,y)JxJy 

ausgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  derWerth  des  Doppelintegra- 
leä  ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteter. 
Integrationen  in  umgekehrter  Eeihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  die  Integrationen  unbe- 
stimmte sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales  >  so  ist 

Andererseits  gilt  nach  §.15  die  Gleichung 

8^  V   _   d^V 
dxdy       dydx 
vorausgesetzt,   dass  die  Yariabelen  x,  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
ten, wodurch  eine  der  Functionen 

BohlOmiloh;    Analysis.  I.  ^^ 
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•dxdy'    dx'    8y' 

discontinulrlich    werden    könnte;    es    ist    daher    anter    dieser  Be- 
schränkung 

V=  JJf{x,y)dydx. 
Demnach  besteht  die  Gleichung 

j  J  f(Xyy)dxdy  —  J  J  f(x,y)dydx 
so  lange,  als  die  vier  Functionen 

/(^»3^).  Jfi^^y)dx,  Jf(x,y)dy,  J  J f{x,y)dxdy 

keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlussweise  niclit 
direct  anwendbar ,  und  daher  muss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistentheils 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Variabelen  x  und  y  ge- 
nügen sollen  (vergl.  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
ist  auch  die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  vorgeschrieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  der  Elemente /(a;,^)(7xdy  verlangt« 
für  welche  jene  Bedingung  besteht  Ist  letztere  der  Art ,  dass  sich 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  der 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zweimal  anwenden,  indem  man  erst 


/ 


f{^.y)dy  =  F(x,y) 

setzt  und  die  sugehörigen  Integrationsgrenzen  ^,  F,  dc^,  X  bestimmt, 
nachher  aber 


/ 


/(x,,)d«  =  *(x.y) 

setzt  und  die  neuen  lutegrationsgrenzen  ^,  S%  i^o«  ^aus  der  gege- 
benen Bedingung  herleitet     Im  ersten  Falle  findet  man 

jt       r 
lAm  ^Zj\x, y)  Jx  Jy  =J  dxj/(x,y) dy, 

im  iw«ite& 
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Y       B 
Lim  ££/(x,  y)  ^x  ^y  =  A?  //(«.  y)  dx, 

mithin 

f  ff('»,1/)dx,dg  =  J    ff{x,y)dyäx; 

jedoch  gilt  dieser  Sati   im  Allgemeinen  nur  ho  lange  als  die  Func- 
tionen 

/(«.»).    fnx,y)dy,      ff{x,y)äx, 

Jdxjf(x,y)äy,   Jdyjf{x,y)äx 

endlich  nnd  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörteraugen  lägst  sich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
triecher  Sinn  onterlegen.   InFig.78  mögen  OL=x,  OM=LN^g 
Fig.  76. 


ttnd  NP  ^  «  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
im  Räume  bezeichnen,  femer  sei  e  ^ /(x,y)  die  Gleichung  einei' 
FIfiche,  endlich  denke  man  sich  in  der  or^Kbene  eine  geschlossene 
Curve  oder  überhaupt  einen  CoatoMv  L/^JU^L,  Mi  gegeben;  nimmt 
man  letzteren  zur  Basis  eines  Cf linders,  welcher  von  der  vorigen 
Fläche  geschnitten  vird,  so  ist  das  Cjlindervolumen 

r=ffjidxdy  =   ff/(x,y)dxdy, 
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wobei  X  und  y  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xy 
die  Cylinderbasis  niobt  überscbreiten  darf.     Aus  diesw  Bediiignng 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Gurve  Lq  Mq  In  Mi 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den könne.     Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  bei  vorläufig 
Constanten  x,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLq  =  yo»  -^A  =  ^  ^^®  ^*®" 
grationsgrenzen  für  |^;    die  nachherigen  Integrationsgrenzen  für  x 
sind  die  Entfernungen,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  y- Achse 
an  die  Cylinderbasis  jgfelegten  Tangenten  die  a;-Achse  schneiden.  Will 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  verlängert  man  die  Oerade 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  3[o  und  Mi  mit  der  Cylinderbasis 
und  erhält  MMq  =  |ot  MMi  =  S;  die  Grenzen  fOr  die  nachhange 
auf  y  bezügliche  Integration  ergeben  sich ,  wenn  man  parallel  zur 
a;-Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.     Sowohl  bei  dem  er- 
sten als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzen 
ist  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N"  die  Cylinderbasis  nicht 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Sammirung 
aller  Volumenelemeute  zdxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe   Cylinder- 
volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Constanten  sind,  was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achsen  x  und  y  liegen.     Man  hat  in  diesem  Falle 

ab  ha 

f  ffip^  y)^«  ^y  =J  Jfip^  y)  dy  dx, 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 
Als  Beispiel  betraditen  wir  das  Doppelintegral 

«       *  ha 

I     I  c-'9$iHxdxdy  =1    1     I  €^9* sinxdydx; 

0         0  4        0 

«I  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  «rste  der  angedeuteten  Integra, 
tionen  ausgeführt  wird, 

J—1: ^^^^dx=J ^'  Idy' 

r — \ — T  dy  —  smu  /  ^?^ dv, 

1  +  jr*    ^  /  1  +  y*     ^ 
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Da  der  Bruch  - — ; zwischen  0  und  1  liegt ,  so   ist   der  Werth 

1  +  y*    .  ^  ® 

des  mit  cos  a  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 

0 

fOr  das  zweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  JBemerkung, 
und  man  hat  daher 

ß 


a 

—  e""**  1  e~~«* 

sinxdx  =  arctanh (QQCOsa-]-Qisina) 

ö  *  ^ 

wo  ^0  nnd  Qi  nicht  näher  bestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen.. Dnroh  Uebergai^  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a  er- 
giebt  sich  femer,  a  und  h  als  positiv  vorausgesetzt, 


1)  A^ 

J  X 


-  sin  xdx  =  ardan  h. 

X 
0 

Das  Integral  linker  Hand  zerfällt  in  die  beiden  Integrale 

0  0 

sifl  X 

und  da immer  zwischen  +  ^  '^d  —  1  enthalten  ist ,  so  liegt 

X 

der  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

CO  00 

/e-**üfa?  und  —    /e~**flfaj, 


0 

er  kann  deslialb    * 

oo 


0 


gesetzt  werden,  wenn  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch 
bedeutet     Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


A!!L^  da?  -  ^  =  arctanh 

J       X  0 


folgt  für  &  =  00 


oo 

2)  J- 


atnx  ,  n 

—  ax  =  77 
X  2 

0 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  Fällen  eh  va- 

halten  hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzen  vorkommea. 

Um  anch  ein  Beiapid  ffir  d^i  aUgemeinen  Fall  so  haben,  be- 
trachieu  wir  das  Doppelintegral 


^ffv^ 


xt  —  y^dxdy. 


worin  sich  die  Integrationen  anf  alle  positiven,  der  Bedingung 

genügenden  x  und  y  besiehen  mögen.  Geometriach  bedentet  hin  F 
daa  Tolnmen  nnciB  Cf- 
linders,  welcher  den  über 
OA  ^  2  c  constroirten 
Halbkreis  ssr  Basis  hat, 
nnd  Ton  einw  mit  dem 
Radios  ÖA  beschriebe- 
nen Engel  geschnitten 
wird  {Fig.  79).  Integrirt 
man  zuerst  in  Besiehnng 
auf  y,  so  sind  0  und 
LQ=  \^2ca;  — «»die 
Engehörigen  Integra- 
tionsgrenzen ;  nachher  i«t 
X  von  0  bis  2  c  ansza- 
dehnen,  also 


Fig.  79. 

c 

\ 

-^^ 

\ 

^ 

{<\ 

\ 

J 

1. 

\\ 

^ 

4     . 

J 

A 

— 

— -^ 

V^  j iix  jVic*  —  x*~y*äy 


=  \  /'rfa!J(2c— a;)V"2c3!  +  (4c»  — x»)<w „ , 

t/        I  r    2c-|-ir) 

=  (i«-D(2c)». 

Bei  umgekehrter  Änordnnng  der  Integrationen  gelten  Ar  x  die  Gren- 

aen  ÄS»  =  c  —  Vc*  —  y*  und  MSx  ^  c  +  Vc*  —  y\  fOr  y  die 

Grenzen  0  und  c,  mithin  ist  anch 

Als  Werth  des  ersten  Integrales  findet  man 
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(  y4c2  — y3  y^c^^yi   j 

derselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenziehen.  Das  Quadrat 
vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2y^(c-—  y\  mithin  der 
Inhalt  selbst  =  y  y  2{c  —  y)\  mittelst  der  Formel  9)  auf  S.  5  er- 
giebt  sich  femer  als  Differenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 

arcin  {VTc  (P^V^^^ -- (c --V^^h 

L  4C2   —  y2  J 

=  arcstn ^^-j— ^ ^-^  =  aresin  --^ — 

4c*  —  y^  2c  —  y 


=  "'^■"  ['V^  V^- 27^]=2«'-'«''»K 


2c—y' 
wobei  die  Formel 

arcstn  (2  y  V"l  —  y'^)  :=  2  aresin  y 
angewendet  worden  ist.     Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 


F=  /    S^y c(c^y)  -|-  {^c^  —  y'^) aresin  V/  — ^ —    dy, 

was  zn  demselben  Werthe  von  F  fahrt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,  welchen  die  Umkehrung   der  Integrationenfolge 
gewährt,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel 

F=   y   y  V4c2  —  a?2  —  y2  ^Qf)dxdy, 

worin  if  (y)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
grationsbedingung dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
bei  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  .All- 
gemeinen gar  nicht  ausfuhren,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
Anordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelangt  man  zu  der 
Gleichung 

j     jy4,c^^x^^  y^ip(i/)dx'dy 


0         0 


:  r  lyVcic  —  y)  4-  {<i c^  —  V^)  aresin  W       ^_  |  ^(y) dy, 
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welche  die  Beduction  des  Doppelintegrales  auf  ein  einfoches  du> 
stellt. 

HinsichtUch  de(i  allgemeinen  Doppelintegrales 


=// 


«!•     fto 

fügen  wir  noch  eine  Bemerkung  fOr  den  Fall  bei,  dass  die  Fondion 
f(x^y)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuit&t  erleiden  sollte.  Wird  /(o;,  y)  nur  einmal  discontinuirlich  und 
zwar  für  X  =  I  und  y  =  ly,  wo  |  zwischen  x^  und  X,  iy  zwischen 
^0  und  Y  liegt,  so  betrachtet  man  F  als  den  spedellen  Werth,  wel- 
chen die  Summe 

/-er  X        T 

Jf{x,y)dxdy  +  f      ff(x,y)dxdy 

<r«  WO  *i+^    90 

bei  gleichzeitig  verschwindenden  6  und  s  erhält  In  jedem  der  bei- 
den einzelnen  Integrale  bleibt /(o;,  ^)  continuirlich  und  daher  können 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  sich  die 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Continoität  vorhanden 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dasa  der  Werth 
des  Doppelintegrales  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Integra- 
tionen ist 


§.97. 
Doppelintegrale  in  Polarcoordinaten« 

Will  man  in  einem  Doppelint^rale  statt  einer  der  beiden  Va- 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Veränderliche  substituiren ,  so  hat  man 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keiner 
besonderen  Auseinandersetzung;  dag^^  wird  die  Sache  anders, 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Yaiiabele  einzuführen 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen- 
den Fall,  wo  das  Doppefintegral 

1)  y=J  fA^.9)dxdy 

in  Polarooordinat«!  tranzfbrmirt,  also 

a)  M  =  rcQsd.  y  z=  rsmü 

geneiat  werden  solL 
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Denken  wir  nns  die  auf  y  bezügliche  Integration  als  die  erste; 
JBO  können  wir  zunächst  d  für  ^  einführen,  wenn  wir  aus  den  Glei- 
chungen 2)  die  neue  Gleichung 

y  =  xianO 
l>ilden,  worin  x  als  Oonstante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

7=i j   jf{x,xtang)dx.x8ec^ddd. 

Um  zweitens  r  an  die  Stelle  von  x  zu  bringen,  substituiren  wir 
s  =  rcosd  und  beachten,  dass  hier  cosd  constant,  dagegen  r  die 
neue  Yariabele  ist;  wir  erhalten  so 

F=  /    I /{rcosO^  r8in6f)co80dr.rcosO$ec^Odd 

=  r  T/ircosd,  rBinS)rdrdd, 
wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 

3)  V—  f  Cf(rco8e,rsmB)rdBdr 

geechrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarcoordinaten 
geschieht  also  in  der  Weise,  dass  x^  y^  dx  dy  der  Reihe  nach  durch 
rcosO^  r.sinOt  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische    Sinn    dieser    Transformation    ist   folgender. 
Betrachten  wir  a  =f(x,y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

V  =  I    I  Bdxdy  9X9  Volumen,  so  bleibt  es  für  die  Grösse  von  7 

gleichgültig,  ob  die  Basis  dieses,  Volumens  in  rechteckförmige  oder 
in  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
die  Basis,  und  die  über  den  Flächenelementen  construirten  Parallel- 
epipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
legung nun,  welche  einem  polaren  Coordinatensysteme  entspricht, 
ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  man  r  und  0  gleichzeitig  ändert,  und 
während  das  rechtwinklige  Goordinatensystem  zu  ^er  schachbret- 
ähnlichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
einzelnen  Elemente  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen  und  von 
zwei  Radien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
Elemente  NNiNsNi  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
NNi  Änd  ^^2  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  =  x,LN=y,  ON=r,  ^LON=d,        ^ 
NNi  =  dr,  NN2  =  rdO,  Fläche  NNiNzN^^rdB.dr. 
Das  Volumen  F  entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über^ 
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den  Flacbonelemonten;  der  labtAt  einer  solohen  Paa»llclepipedM  iil 
erdddr,  folglich 

V=fßräeär. 
Fig.  80.  Fig.  81. 


WBS  mit  Nr.  3)  ttberelnstimmt,  wenn  e  =.f(x,y)  =/(reos6,  rjmfl) 
wieder  eingeBetzt  wird. 

Die  IntegratioDsgrenzen  fOr  r  and  d  sind  in  jedem  FftHe  beiMi- 
ders  zu  bestimmen.  Sind  die  nrsprftngliclieii  Grenzen  für  x  und  ji 
Bo  beschaffen,  dass  der  Funkt  fy  innerhalb  eines  Cont^ors  blmbt, 
welcher  von  einer  Geraden  in  hSchstena  zwei  Punkten  goschnitteii 
werden  kann,  so  ergeben  sich  die  Integratiooegrensen  för  r,  wenn 
man  den  RadiusTector  ON  bis  zu  seinen  DurcliEcbnitten  Qt  nnd  Qi 
mit  jenem  Contour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  iür  8  sind  nach- 
her die  Winkel  LOTa  und  LOTi,  welche  swei ,  von  0  ans  an  den 
ContourgelegteTungentenmitderai-Achaeeinsohliesaen-  Für  OQ^^fg, 
OQi=B,  C  LOTa  ==  ö«.  l,  LOTj  =  e  ist  dann 

V  =  f  f/(rcosO,rsinS)rd9dr. 

Einige  allgemeinere  Beispiele  mögen  dies  eriänfera.  Beziehen 
nch  die  nraprilnglichea  Integntionen  anf  alle  positiTen  x  und  y, 
welche  der  Bedingong  x'  -|-  y*  ^  c*  genügen,  so  blräbt  der  Pnnkt 
xjr  innerhalb  eines  mit  dem  Radios  c  besohriebenen  KnöaqoadrantMi; 
man  erhUt  fOr  diesen  Fall 


*)       f  JK^  »)  äxdg  =  f  ß 


/ircosd,rsinä)rd8är. 


Ilt  nnprünglich  die  Bedingung  gegeben,    dass  sowohl  x  als  f, 
üif  nnd  {x  —  c)*  +  jt*  <  c»  sein  soll,  so  bleibt  der  Punkt  »j 
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im    Innern    eines    Halbkreises,    dessen    Durchmesser    2c   aui'    der 
»-Achse  liegt;  dies  giebt 

2c      y  2cx— j«  5^      ieeosO 

5)        f  Jf{x,y)äxdy  =    1     ffircosd,  rsinO)rdOdr. 

U         0  0  0 

Hiemach  ist  speciell 

2c       YTeäT^  i^      2cco*Ö 

/'l/4c2—  r^rdOdr 


f 


1 


=J  dd '1(2 ey(l- sin» $)  =  \(2cy(^x-fi 

0 

übereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Rechnung  im  vorigen 
Paragraphen. 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  auf  die 
Weise  transformiren,  dass  man  erst  x  =  Xi  —  c  und  nachher  Xi  = 
rcosdj  y  =  rsinO  setzt,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
sehen ist;  man  erhält  zuletzt 

2«      y  2€3e—xß  n        e 

6)        /    j  f{x,y)dxdy  =  1     lf(rcosO  —  Cjrsind)rdOdr. 

0         0  0         0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x 
and  y  beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  xy  die  ganze  unendliche 
Ebene,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x-  und  ^- Achse  begrenzt 
wird ;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  oo , 
dagegen  9  von  0  bis  l^r  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 


In 


7)  /     I f(x,y)dxdy  =   j      j f(r cos d,  r sind) rdQdr. 

0       0  0  0 

Als  gelegentliche   Anwendung  hiervon   diene    die  Ermittelung 
des  Werthes  von 

je-'^^dx, 

0 

welcher  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  m^e.     Für  das  Doppel- 
integral 


j    je-^^^y^idxdy. 


0  0 
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hat  man  erstens 


I e  *^dx  I e~*^dy  —  JT«; 


0 

andererseits  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 


=  /    J e-'^rdOdr=  rdd'\  =  ln:. 


ß 


Die  Vergleichung  beider  Besnltate  giebt  JT  =  J  V^  d.  i. 

e-^dx  =  iVH. 

0 

II.  Auf  die  in  Nro.  4),  5)  und  6)  betrachteten  Integrale  lassen 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurückfuhren. 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  positiyeu 
X  und  y 

(f)*+(f)"^/ 

bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Ellipsenqnadran- 
ten,  und  es  ist  dann 


b 


y  =  f  j f{^^y)äxdy. 

0       0 

Indem  man  erst  o?  =  a  |,  nachher  ^  =  bi]  substituirt,  kommt  man 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  |^  4"  5*  ^  ^  8®" 
bunden  ist,  nämlich 

1  yr^ 

V=ahfff(allri)d^d7i. 

0       0 

Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln,  wenn  man  (^  x,  y  durch 
1,  I  =  rcösö,  iy  =  rsind  ersetzt;  hiemach  wird 

9)      f  ff(x,y)dxdy=ahf    Jf(arcose,lrBin&)rdQdT.  \ 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  Nro.  6)  und  7) 
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S^      ieotO 


10)   J   Jf(x,y)dxdy  =  ah    I      ff{arcose,'brsinQ)rdOär 


0         0  0  0 

n     1 


=  ah    /•  I  /(arcosO — a^'br8inO)räd  dr, 

0     «0 


§.  98. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Problemes ,  statt  der  ursprüng- 
lichen Variabelen  x  und  y  zwei  neue  Variabele  8  und  t  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 

1)  «  =  9(8,0,  y  =  '^(s,t) 

verbunden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  son- 
dern nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  t  ersetzen,  so 
denke  man  sich  8  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  und  das  Resultat 
auf  die  Form 

gebracht;  för  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,  und  es  wird 
daher  ^ 

yy/(«. y)äxdy  =fff\ß,  X(^.  0]  ix  ^^^  dt. 

Snbstituirt  man  jetzt  9>(5,0  für  o?,  wobei  t  als  constant,  dagegen  s 
als  die  neue  für  x  eintretende  Variabele  zu  betrachten  ist,  so  erhält, 
man  ein  Resultat  von  der  Form 

J Jf(!ß.y)dxdy  =J Jf[fp{s,t),  t(s,t)]Sldsdi, 

wo  Sl  eine  Function  von  8  und  ^.bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
rung der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
man  beachtet ,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dx  dy  auf  die  Form 
Sl  d8  dt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  als  Con- 
stante  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Variabele 
8  zu  eliminiren,  kann  man  auch  d8  herausschaffen,  was  folgende 
Rechnung  giebt.     Man  hat  zunächst,  weil  erst  x  als  Constante  gilt. 
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mithin  durch  Elimination  von  ds 

ds'  dt'       dt'  da  ^, 

dy  = 5 dt 

8(p 

ds 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprüngliche,  s  die  neue  Ya- 
riabele,  daher 

(f a?  =  T^  ds. 
ds 

also  lasammen 

,    ,         /dip  dif       dtp  8*\  ^    -. 

^^^^  =  U8T-8T-a7r^^^ 

Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  neuen 
Variabelen  lautet  jetzt 

fff(!^.y)dxdy 

=/>MX*M)l(V:|?-|f.|?).... 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische 
Betrachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  wieder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  willkührliche 
Grossen  s  und  f ,  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
Ilorizontalebene  bestimmen,  lassen  sich  als  Coordinaten  dieses  Punk- 
tes betrachten ,  wenn  man  den  Begriff  der  Coordinaten  in  seiner  wo- 
testen  Bedeutung  nimmt  Die  Gleichungen  1)  yermitteln  dann  den 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinklig^i  Coordinaten  % 
und  fß  lu  den  neuen  Coordinaten  s  und  f.  Für  die  Grosse  des  Vo- 
lumens F  ist  es  aber  gleichgültig,  ob  seine  Basis  in  rechieddormige 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch»  welche  Zerl<^iing  dem  neuen  Coordinatensjsteme  der  s 
und  i  entspricht.  Sowie  nun  das  frühem  Element  ein  Rechiedc  war, 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Coordinaten 

X*  j^;  jr  +  rfjr.  jr;  a  y  +  «!#;  r  +  Jx,  9  +  djr 
bestimmt  wurvlen«  s^  müss)eti  wir  als  nenes  Element  ein  Tiereck  neh* 
men«  dessen  Ecken  X  X.  X.  A^  die  Coordinaten 
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haben  (Fig  82).     Da  die  Bögen  jVi^„  NiN^,  NsNt,  N^N  unendlich 

klein  sind,  so  können  wir  sie  als 
gerade  Linien  und  das  Flächen- 
element  NNiN^N^  als  das  Dop- 
pelte des  Dreiecks  NNiN-i  be- 
trachten; letztere  Fläche  läq^t  sich 
aber  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Ecken  ausdrücken.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  N,  Ni 
und  ^2  mit  x  und  y,  Xi  und  yi, 
Xi  und  ^2)  '30  ist  die  Fläche  dos 
Dreiecks 
NNiNa  =  \[(Xi  —  x)  (if2  —  y)  —  (^2  —  x)  (2/i  —  y)l 

mithin  die  Fläche  des  Elementes 

NNiN^Ni  =  (Xi—x)(y2^y)  —  (ar^  —  «)  6^i  —  2/)- 
Der   Punkt  ^i   entstand  aber  aus    dem  Punkte  N  durch  alleinige 
Aenderung  des  s,  mithin  ist 

I  ^^  ^  x  ^y  ^^ 

Xi=x  +  -^^ds,   yi  =  y  4-  —  ds-, 

ebenso  fiihrta  die  partielle  Aenderung  des  i  von  N  nach  ^2 1  ^^n 
bat  folglich* 

Xt  =  X  -\-  ^  dt,    2/.^  =  y  -f  ^  dt. 
Durch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 

oder  wegen  der  Gleichungen  1) 

Das  Product  e.NNiNzN^  =  f(x,y).NiNiNsN2  stellt  wieder  das 
Yolumen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
pelsamme aller  dieser  Yolumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  ä,  y  und  Ni  Nq  Ns  N^  gelangt  man 
zu  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelmtegra- 
len  die  neuen  auf  9  und  t  bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
zu  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
auch  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  cp  und  ^  con- 
Btante  Integrationsgrenzen  für  s  und  t  zu  erreichen  sind. 
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n.    Wenn  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiTen,    der  B^ 
dingung 

0  <  X  -^  y  <c 
Fig.  33.  genügenden  x  und  y  bezieben,  80  be- 

wegt sich  der  Punkt  xy  innerhalb  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecb 
Ä OB  (Fig.  83,  OÄ=OB  =  c)  und 
es  ist 

V=JJf(x,y)dxay. 

0       0 

Durch  biegen  wir  8T\\ÄBi  ssiehen 
SM   und    setzen    0  8=^  0  T  =  s, 
[^  OSM  =  ©;  es  ist  dann 
OX=a;  =  s  —  stancj^   OM=i  y  =  sUinfo 

oder  wenn  zur  Abkürzung  tan  m  =  t  gesetzt  wird, 

X  =  8  —  stj  y  =z  $t 
Hieraus  folgt 

a«  8y  _  8ä  8y  _ 

ds'dt        dt'ds~^ 
CJm  femer  den  Punkt  K  in  dem  Dreiecke  ÄOB  herumzuführen, 
braucht  man  nur  8  von  0  bis  c,  ca  von  0  bis  |  ^  d.  h.  t  Von  0  bis  1 
auszudehnen;  dies  giebt 

e      t—x  e       1 

3)  1  I  f{x,y)dxäy  —  j    ifis  —  st,  8t)8d8ät 

0      0  0      0 

Als  specielle  Anwendung  hat  man  z.  B. 

c      c— «  e      1 

r  f^('+i'ydxdp=  f  jWsdadt 

e 

=  f^^8d8  = 
0 


u      u 


0       0 

2Ä; 


wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausführbar  sind,  wah- 
rend sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y  bezügliche  Integration 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  lässt. 

Ist  etwas  allgemeiner  die  Grenzbedingung  vorgeschrieben,  dass 
bei  positiven  x  und  y 

0  <^  +  !-<  1 
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Ueiben  soU,  in  welchem  Falle  das  Dreieck  ÄOB  die  ungleiclieD 
Katheten  OA  =a  und  OB^^h  besitzt,  so  nehme  man  erst  y  =  &i7 
dann  x  =  a^  und  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
^  y^  e  durch  |,  i],  1  ersetzt;  dies  giebt 

a       \       aj  11 

4)         j    Cfix,  y)dxdy  =  ab  f  ff\a8{l  — 1\  l st] s d$ dt 

0      0  0      0 

b.    Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x  und  y  • 

sein  soll,  entspricht   dem  Falle,  wo  der  Punkt  xy  innerhalb  eines 

Parabelsegmentes  AOB  bleibt;  die  Pa- 
rabelachse föUt  mit  der  y-Achse  zusam- 
men, AO  =  B  0  ist  der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 

« 

€  e 


V=  i  jf{x,y)dxdy. 

0       0 

Legt  man  durch  N  eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  OS  =  OT  =  8  und 
setzt  ^  0  TL  =  (ö,  so  hat  man 

X  =  stono,  y  =  s =  s(l  —  ton^cö), 

c 

oißt  iiSat  tana  =  t^  ^ 

x  =  st,  y  =  s(l— <»), 

wo  nun  s  und  i  als  die  neuen  Coordinaten  von  N  gelten.  Hier- 
aus folgt 

ds  dt      dt  ds  «^^-i-^> 

Um  femer  N  in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  s  von 
0  bis  c,  (O  von  }^  bis  0  oder  t  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden  ^ 
dies  giebt 


«— — 

e  e 


5)  /  A(^'  ^^  ^^  ^^  ^11^^^*'  S  -  Sf 2)  s  (1  +  ^2) Os  dt. 

0      0  0      0 


SehlOmilch,    Analysis.  I. 


30 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  poutiven  x  md 
y  zu  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 

'^ä^  +  T^' 

genügen,  wobei  die  Strecken  ÄO  =  a  und  BO  =  h  ungleich  sind, 
so  nimmt  man  erst  x  =  a^,  p  =s  hrf  und  wendet  dann  die  vorige 
Formel  an;  man  erhält  auf  diesem  Wege 

%)  I  1  f{x,y)dxdy 

0      0 

1     1 
=  ab   r  rf[ast,h8(l-'P)]s(l-\'t^)d8dt. 

0       0 

Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Gubatur  eines  cylin* 


Fig.  85. 


drischen  Volumens  von  folgender 
Entstehung  (Fig.  85).  Die  Basis 
werde  von  einer  Parabel  iiJ9  be- 
grenzt, deren  Brennpunkt  0  und 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worin 
also  OB  =  h,  OA  =  2J)  ist; 
die  obere  Begi'enzungsfläche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehungs- 
paraboloid  vierten  Grrades,  nämlich 
g*  =  k^(x^+y9), 

welches  entsteht,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  k  oonstruirte  Pa- 
rahel  um  ihre  Scheitel tangente 
rotirt.     Es  ist  dann 


V  =VJc  f  fV  ^^  +  y^dxdy 


d.  h. 


1     1 
=  2  62  vT  y"  fV4: 62  sS  ^a  +  5252  (i  _  ^3)«5  (1  ^  ^i)  4, <!/ 
0    '0 
1     1 
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Die  Complanatlon  der  Fl&oliän. 

Um  auf  einer  durch  die  Gleichnng  e  =  F(3;,  y)  bestimmten 
Fläche  ein  begrenztes  Stikck  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
Ebene  xy  zwei  zur  y-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
ven  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
liniges  Viereck  bilden  (Fig.  86).  Diesee  Viereck  betrachten  wir  als 
Fig.  86. 


f 

Ol 

F     1 

7 

L,        X 

y" 

l--- 

y^ 

r-^ 

/ 

, 

1  knimm- 
9  liegen. 


die  Horizontalprojeotion  eines  Flächenstückes ,  desBen  Inhalt  S  b^ 
stimmt  werden  soll. 

Lassen  wir  x  um  dx,  y  um  dy  wachsen,  so  können  n 
ix  und  Ay  construirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  t 
endlicb  kloinen  Flächen etückea  0  ansebeu;  letzteres  tat  ( 
linig  begrenztes  Viereck,  dessen  Epken  nicht  in  einer  Gbei: 
Wegen  der  unendlichen  Abnahme  des  6  lässt  sich  aber  dieses  Flächen- 
element so  betrachten,  als  l&ge  es  anf  der  durch  den  Punkt  xye  ge- 
henden Berührnngsebene  der  Fläche,  nnd  zwar  beträgt  der  bierbä 
begangene  Fehler  nur  unendlicb  kleine  Urössen  böberer  Ordnungen. 
Nennen  wir  für  den  Augenblick  ft  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tildebene  (oder  der  Ebene  des  d)  gegen  die  xjf-£bene,  so  haben  wir 
&xAy 

'    COSfl 


itcosyi  =  dxdy  oder  <l  = 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  zwisclien  zwei  Ebenen  mii  dem 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 
fi  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyz  et- 
richtete  Normale  der  Fläche  mit  der  j?- Achse  einschliissst,  also  nach 
§.  27,  Nro.  6) 

1 

COStl  =  COSVg  =  ^     j  ^      « 

Das  Flächenelement  6  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleichung     ^ 

•  =  V' +  Cd)' + ö;)'-- 

und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Fläche 
8.  Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  y  =  LNq  =  ffahis 
y  =  LNi  =  Y  liegenden  Elemente,  für  welche  x  constant  bleibt,  so 
bedeutet  das  Integral 

den  Inhalt  eines  bandförmigen  Streifens,  welcher  das  Bechteck  aus  den 
Seiten  dx  und  ^o-^i  =  Y  —  ^o  ^^^  Horizontalprojection  hat;  die 
Summe  aller  derartigen  von  x  =  OLq  =  a^  bis  a;=  OZi=X 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

*o   yo 
Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Com- 

planationsformel  zeigen. 

a.     Das  elliptische  Paraboloid.     Die  Gleichung  der 

Fläche  ist 

mithin 

de       X      dz       y 

8a:        a  '    8y        5 ' 
als  Horizontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  aus  den 
Halbparametem  a  und  5  construirten  Ellipse;  es  ist  dann 


b 


''=//V'+<f)'+(i)*-^* 
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Durch  Anwendung  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 


Fig.  67. 


ffVTTV'räSär^^ä^al. 


ifr—- 

-r 
/ 

71- 

ir 

£'••' 

ifa-  + 

e> 

b.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Pig,  87  Bei  OC  =^  c  die  Höhe 
des  Kegels,  ACB  seine  elliptische 
Baals  mit  den Balbaohsen  AC  ^  a, 
SC  ^  b'f  die  Coordinatenebeae  xy 
mSge  parallel  znr  Ebene  AB  G 
dnrch  die  Spitze  0  gehen.  '  Die 
Gleiohong  der  Fl&che  ist  dann 

and  wenn  zur  Abkätzung 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 


Die  Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  .^0£.d  ist  e 
den  Balbaduen  a  und  b  constrnirte  Ellipse,  daher 

.  'V^  /[('S)'  +  f^y 


Nach  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  rieh 


Vo'Mä'9  +  ß'tin'e  rdiär 


ci>s'ä  + ß'iin' SdO, 


mäaa  für  den  gan.en  Hantel 
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In 


fei 


0 

Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselbe 

Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Cylinders,  dessen  Höhe  =  |Vö^ 

und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  ay  ah  und  ßy  ah  coo- 
struirte  Ellipse  ist. 

c  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  &,  c  heissen,  es  sei  ferner  a^h'^c  und  zur  Ab- 
kürzung    ._ 

Va^  —  c»  Vh^  —  c2         . 

=  «,     7 =  P. 

a  0 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


e 


findet  man 


= « y  •  -  ©■  -  (f )' 


e;  -  {^ 


Verstehen  wir  unter  8  die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanten, 
so  ist  die  Horizontalprojection  von  8  ein  Ellipsenquadrant  mit  den 
Halbachsen  a  und  h,  mithin 

a=ffä.ay    Y\       ^«^      ^^^ 


0       0 


(■-ar-a;) 


Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 

a^cös^ö  +  ß^sin^O  =  s« 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 

0  0 

statt  r  führen  wir  eine  neue  Variabele  u  ein  mittelst  der  Substitution 

1  —   ^2 


woraus 


r«  = 


1  —  fi2r2 
1  -^^         .^ (1  -s^)udu 

1—52^2»     '^"'^—  (1    —  53^2)2 
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folgt;  wir  erhalten 


In       1 


8  =  ab    /dof— ?^du 

0  0^ 

oder  auch,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
für  8^  sein  Werth  gesetzt  wird, 

« 

J  7    [(1  —  «2  w8)  COS^  0   4-   (1  —  /32  u^)  si^2  ö]2 


Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelharen  Formeln 


J 


In 


cos^ddO  _        ^ 

(mcos^d -{-nsin^O)^        4cm  ymn 


0 

In 

sin'Odd  « 


J 

0 


folgt  schliesslich 


1 


(m  cos^  ö  +  w  sin^  Uy       4  n  ymn 


1  —  «2      ,      1  —  /J«  )  rfw 


0 

Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  beachtet 

^j  1  —  g^  1  —  ß^  )  du 

y  (1  -  «'«*'  "*"  1  -  ß'^'l  V(l-aM(l-/3M 

«*(  V(l  — a2^2)(l-.^2^2)j        J    l  V(l-a2^2)(l~/j2t42)iw2' 

welche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich 

8=\^ai>\i+  /ji«^^ L:i.£ l^n. 

Nach  §.  74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  verschie- 
dene Weise  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln. 

d.  Die  Schrauben  fläche.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
ist  bekanntlich  für  den  Fall,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  x^ Achse 
genommen  wird 

L  =  tan  -^ 
X  c 
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oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  ersten  Windong  b^ 
schränkt, 

M  =  c  arctan  —  • 

X 

Hieraus  folgt 


'  =ffV ' + ^^^''"'^ 


und  in  Polarcoordinaten 


8=JjVr^  +  c'^dOdr. 


Als  Horizontalprojection  des  zu  bestimmenden  Fl&cbenst&ckeB 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  ro,  r^  beschriebenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Radien,  welche 
mit  der  «-Achse  die  gegebenen  Winkel  de  ^uid  01  einschliessen;  es 
ist  dann 


=II^r^^' 


«  dO  dr 


und  nach  Ausführung  der  Integrationen  


§.  100. 
ComplanatlonBfonnel  ffir  Folarcoordinateiu 

Statt  der  rechtwinkligen  Goordinaten  OL^=x^  LN:=.y^  NP=8 
benutzt  man  nicht  selten  r&umliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusyector  OP  =  r,  den  Winkel  POX  =  0  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Eboien  xy  und  LOP  nimfich  Z.NLP  =  o 
mittelst  der  Formeln 
1)  X  =  reos0,  y  =  rsmdeosm^  s  =  rsmOsino 

^-  ^  in  Redmung  bringt  (Fig.  88).     Nach 

IZ  Subetitiition  dieser  Werthe  erbUt  man 

\        :  ~>  aus    der    ursprongÜdieD     Flädienglei- 

/  A  chung  M  =/(*;  y)  die  Polargleichung 

/      :  \  derselben  Flicke,  vnd  wenn  man  diese 

Gleidiung  nach  r  auflöst,  so  ist  das  Re- 
-^ ^  sultat  von  der  Form 

9^  r  =  F(«.  O); 
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dann  siiid  0  nnd  cd  die  neuen  unabhängigen  Yariabelen.  Bezeichneo 
wir  für  den  Augenblick  wie  folgt 

und  wenden  die  allgemeine  Regel  für  die  Substitution  neuer  Yaria- 
belen auf  die  Complanationsformel  , 

;  8=JJ(p(x,y)dxdff 

an,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Yariabelen  0  und  cd 

4)     S=//9(r««ö.r«i«ö««a.)(|-;||-g||).ö.a,. 

Hier  kommt  ob  nur  noch  darauf  an,  jlen  Werth  von  (p  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrucken,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
e  zu  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
einzuführen.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  js  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  0  und  co 
abhängt,  so  ist 

dd~  dxdo  ■*"  dy'dO' 

dß  dg  dx        de  dy 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  unbekannten 

;r-'  und  ;r— :  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 
dx  dy 

8y  8£ dy^  de _ 

Wdm  "  d(o'de~  ' 

8^   8£  _  8£  8«  _ 


80  findet  man 


mrt^iiTi 


dx  8y  _  8£  8y ^ 

8ö'8cD        8o'8ö~     ' 


8a?""       N'    dy~       JV' 


^=V'  +  Cd)'+(lp)'= 


Vl^  +  m^  -\-  n^ 


N 
Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 

5)  8=  f fy^^  +  Jlf«  +  N^dO  da. 
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Die  D)fferentiati<ni  der  Gleichungen  1)  giebt  ferner,  ■  wenn 
immer  beachtet,  dass  r  von  6  und  a  abhfingt, 


dx        dr   ' 
da       CO 


da      \do 
/dr 


d 


cosa 


—  r»n(o]sin6i 


^    — [:r-'9inG} -^  reosajsinO, 
Ca      \öa  / 


g^  =  l^«inö  +  rco80\9tna^ 
und  mittelst  derselben  erh&lt  man 

L  =  rl^smO  +  rcosOjsinO, 

M=  —  r  |(öB«wö  —  rsindjsmOcosa  —  ^«moj, 

i.  +  H.  +  ».  =  .[|(|ry  +  ^j^.,  +  (|£)1. 

Die  Formel  5)  gewinnt  hiemach  folgende  Gestalt 

dabei  sind,  wie  immer,  die  Integrationsgrensen  aus  der  Begrenzung 
des  g^ebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispielsweis  betrachten  wir  eine  Fläche  von  folgender  Ent- 
stehungsweise. In  der  Ebene  ye  sei  eine  Lemniscate  construirt 
(Fig.  89),  deren  Halbachse  0^  =  a  den  rechten  Winkel  YOZ  hal- 


Fig.  89. 


.Z 


biren  möge;  man  legt  femer  Ebe- 
nen wie  z.  R  X  0  D^  und  X  0  Üi, 
welche  die  x- Achse  in  sich  ent- 
halten und  die  Lemniscate  in  Oqi 
üi  etc.  schneiden;  in  jeder  dieser 
Ebenen  nimmt  man  die  betreffende 
Lemniscatensehne(Oiro,  OCTi  etc.) 
zum  Durchmesser  eines  Krebes 
und  denkt  sich  durch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläche 
erzeugt.  Als  Gleichung  der  lets- 
teren  findet  man  in  rechtwinkli- 
gen Goordinaten 
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woraas  augenblicklich  erhellt,  dass  die  Gomplanation  in  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  zu  ausBerordentlichen  Weitläufigkeiten  führen  würde; 
dagegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 

r  =  a  sin  ß  V  sin2  co, 

a  sin  0 


Kj" +  ©'!-»  +  ©■  = 


Ysin  2  (o 

Verstehen  wir  unter  8  d^n  Sector  der  FlÄche,  welcher  einerseits 
von  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  XOÜq  =  (Dq  und  XOUi  =  cJi 
gehörenden  Halbkreisen  0  Üq  Vq  und  0  CTj  Fi ,  anderseits  von  dem 
Lemniscatenbogen  UqUi  begrenzt  wird,  so  haben  wir  o  von  öy  his 
a>i,  0  von  0  bis  I  TT  auszudehnen;  dies  giebt 

8=  a^  I      fsin^ededto  =  \na'^{G}y^  —  o)©). 

0  AI» 

Für  fiio  =  0,  Ol  =  1 3r  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
angegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
ist  demnach  =  \n^a\ 
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Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenz werth  einer  Doppelsumme 
bildet,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 

X    T     E 

1)  ^~J  J  J  ^^^'  ^'  ^^  ^^  ^^  ^^ 

xq     Po    sq 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Producte  I^(Xf  y^  z)^x/ly/le  den  unabhängigen  Yaria- 
beln  x^  y,  e  alle  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  X,  y^  und  F,  «a  und 
Z  liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
der  Voraussetzung  addirt,  dass  dx^  ^y^  ^z  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergiren.  ' 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
üasBung.     Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

X     7     z 

W=Jfj4xdyde 

sto    yo     «0 
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al«  rechtwinklige  Coordinatea  einea  PudctM  P  (B^-  90),  K 

Pi     gQ  bedeutet  du  Prodnotd« 

dydB  den  Kärperinbih 

Z  ebet       Farajlelepipedei 

deSBen  drei  in  einer  Ecke 

züsammenetoBaeDde  ^txor 

ten  ä«,  dy,  ä  «  sind  r  jcinii- 

naol)  ist  TF  die  Summe 

einer  onend  Hohen  Menge 

B  olcheryolnmenelentent^ 

mithin   Beibat  ein  Yd«- 

men,  welches  aöf  folgenda 

Weiae  entsteht    Denken 

wir    ans    zwei    Flächen 

conatruirt ,    deren    Gld- 

chnngen  $Si  =  i>  i^ü) 

:=  V(x,  y)  aein  mögen,  and  aummiren  erat  alle  von  «  =:  a« 

Tertical  aneinander  gereihten  Elemente,  ao  giebt  der  Ansdnek 


/ 


dx  dl/ ds  =  dxdy{Z  —  «i)) 


den  Inhalt  einea  Parallelepipedea,  desaen  Horizontalquenichnitt  dxdy 
nnendlich  klein,  und  deasen  Höbe  von  endlicher  Länge  =  -Po-Pi 
=  Z  —  0(1  ist.     Anf  das  nooli  äbrige  Doppelintegral 

AT  X     Y  X     T 

W  =J  J(Z  —  Bt)  dx  dy  =J  jZdx  dy  —Jje^  dx  dy 

können  die  Betrachtungen  dea  §.  95  angewendet  werden;  sie  zeigen, 
daes  H^'ein  Volumen  bedeutet,  welches  dieselbe  HorizontalprojectioD 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  daa  ausserdem  zwischen  den  zwei 
vorhin  erwfibnten  FISchen  liegt. 

Eine  ähnliche  Anachanunga weise  gestattet  das  allgemeinere  Inte- 
gral 1),  nur  moBB  man  sich  jedes  Yolamenelementtla^äycli!  mit  einem 
veränderlichen  Factor  F{x,  y,  e)  multiplicirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogenen 
Körper  gilt  n&mlich  die  Regel,  dasa  die  Masse  gleich  iet  dem  Prodncte 
ana  Dichtigkeit  und  Volumen;  Ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Punkt  zu  Punkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  von 
X,  S,  1  darstellt,  so  darf  jene  Begel  nicht  mehr  für  ein  endliches  Stück 
des  ESTpers  angewendet  werden,  wobl  aber  für  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kkhner  einEörperstückist,  um  so  eher  kann  es  als  homogen 
gelten.  Bezeichnet  demnach  F(«^  y,  e)  die  im  Punkte  xye  vorhan- 
dene Dichtigkeit ,  so  ist  F{x^  y^  e)  dx  dy  dz  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  befindlichen  Eörperelementes  d.  h.  kurz  das  Massenelement; 
die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  vertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  W*  Diyidirt  man  endlich 
W  durch  'das  Volumen  F  desselben  Körpers,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z  bezügliohe  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  reAicirt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
auf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten Regeln  unterliegt;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aur 
einem  Doppelintegrale  nach  z  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Ii^tegrale  nach  x\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Reduction  von  Neuem  zu  versuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruhte,  die  folgende  Aenderung  des  Coordi- 
natensystemes. 

Denkt  man  »ich  den  Radiusvector  OP  =  r  auf  die  Ebene  yz 
projicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projection    OQ  =  u^ 


Fig.  91. 


femer  Z.  YOQ  =  o,  so  kann 
man  (o,  u,  x  als  sogenannte 
cylindrische  Goordinaten 
des  Punktes  P  ansehen,  und  der 
Uebergang  von  den  rechtwinklig 
gen  zu  den  cylindrischen  Goordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 


HL X     x==x,  yz=zuco8C9,  z=^usincD. 


Das  in  Beziehung  auf  y  und  z  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirt» 
dass  man  für  y  und  z  die  obigen 


Werthe  und  dydz  =  udodu  setzt;  dies  giebt 

2)  III  ^(^'  ^»  ^)  ^^  ^y  ^^ 

F(x,  u  cos  03,  u  sin  C3)dx  ,uda)  du. 


ffß 
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Femer  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  als  Dop- 
pelintegral  nach  x  und  u  nehst  einem  einfachen  Integral  nach  oi  an- 
sehen, und  in  dem  ersteren 

X  =  rcosOj  u  =  rsind 
iahstitoiren.     Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 

X  =  rcosO,    y  =  rsindcostü,    e  :=i  rsin  ff  sin  o, 
mithin  sind  r,  d,  odie  räumlichen  Polarcoordinaten  desPmkies 
P.    An  die  Stelle  von  äx  du  tritt  nun  rdOdr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

8)  fff^^^'  y,e)dxdydg 

^^11  /  ^(^cö^ö,  rsmöcoscj,  rs«nösm(ö)r^s/nö^odfödr. 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten,  wenn  man  r, 
0^  CO  um  ihre  Differentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neue 
Volumonelement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  entnommenen 
Gewölbsteines  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Yolumanelementes 
sind  nämlich 

PPi  =r  dr,    PPq  =  rdO,    PP3  —  LP.dco  =  r  sind  da 
mithin  ist  der  Inhalt  des  Volum enelementes 

PPi .  PP2 .  PPs  =  r^sin  0  drdO  do. 
Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F(rcosO^  rsinOcosca^  rsinOsincol)r^sinOd(üdOdr^ 
und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  W  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstveratäudlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  lu  bestimmen.     Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 
Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 

dx  dy  ds 


« -Ifh 


2 


j»  +  y»  +  « 

und  darin  mögon  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  y,  £ 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


&  ^  (!)■  +  (7)' 


<    1 


genügen;  mit  änderten  Worten,  man  sucht  die  blasse  von  dem  Oetan- 
ten  eine«  mit  den  Halbachsen  «,  K  c  beschriebenen  Ellipsoides,  wor- 
in die  Dichtigkeit  au  der  Stelle  xys  durch 

1        _       __  JL 
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ausgedrückt  wird,  welches  demnach  ans  einer  stetigen  Folge  homO" 
gener  concentrischer  Eugelschaalen  bestellt.  In  rechtwinkligisn  Goor- 
dinaten  ist  zufolge  der  angegebenen  Integrationsbediogung 

r  r  rd^dydz_ 

J  J  /  Va;»  +  y*  +  xr» 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Polarcoordinaten  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 

Q  =k  I   I   I  rsinOdiodddr, 

wo  noch  die  Integrattonsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden  Mas- 
senelement^%o  fängt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
fläche dea  £Uipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  Jß  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polar- 
coordinaten umsetzt;  sie  lautet  dann 

/Bcosßy    •    /^swööflS^Y    ,    /RsindsinoY  _  . 

und  giebt 

1 


R  = 


\/Ycosd\^        /sind  sin  cn\^        /sindsincoV 

V  \~^)  +  [    b    )  +  V    c    ; 


Femer  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  6  und 
cj  von  0  bis  I  jc  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 


1^     1^ 


Q  =  l     I      ffsinedadOdr. 


0  0  0 

Durch  Ausffthrung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Werthes  von  B  ergiebt  sich 


In     In 


_  j   r      r sinOdadO 

^        V      J  /cosO\^    ,    /sind cos G)\^  .    /sinÜsincoY 

•    •'  [ir)  +  {s—)  +(—7—; 

Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
hierbei  zur  Abkürzung 
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so  erhält  man 

f  1 


\n  \n  \n 


Q  =  i  fxnedO  I' ^'^  -  i  f'^^.l 


0  0'  0 

sin  e  de 


^  /  fcos^Q       sin^ti\  (cos^Q       stn«fl\' 
Qjder,  wenn  cosO  =  t  substituirt  wird, 

Das  Integral  gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  dk 
Excentricitäten  des  Ellipsoides  in  Bechnung  bringt.  Unter  derYor- 
aussetzung  a  }>  &  ^  c  sei  nämlich  zur  Abkürzung 

T— =  ^»    ä —  =  »'' 

es  wird  dann 

Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  diese  Inte* 
gration  leicht  ausführen. 


§.  102. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  dreifaehen  Integralen. 

Die  Au 'gäbe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  ana- 
log der  in  §.  98  gelösten  und  betrifft  die  Umwandlung,  welche  das 
dreifache  Integral 

1)  W=  C  f  jF{x,y,z)dxdydg 

erleidet,  wenn  statt  der  ursprünglichen  Variabelen  rr,  ^,  e  drei  neue 
Yariabele  r,  s,  t  eingeführt  werden,  welche  mit  jenen  durch  Gleichun- 
gen von  der  Form 
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aj  =  9?  (r,  s,  0,    y  =  rlf(x,8j),    z  =  x(r,8j) 
'bunden  sind.     Um  diese  Substitutionen  nach  einander  vorzuneh- 
n,   denken  wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetzt, 
nalich 

>  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2); 
»  zweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  a;  =  9  (r,  s,  t) 
d  y  =  il>{r,Sit)  eliminirt  wird;  die  dritte  ist  das  Resultat  derEli- 
nation  von  r  und  s  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen, 
itt  der  Variabelen  z  führen  wir  die  Variabele  t  mittelst  der  Glei- 
'^g  ^  =  >Ci  (^»  Vi  t)  ein  und  nennen  zur  Abkürzung  jF\  (ic,  y,  t)  das- 
lige,  was  bei  dieser  Substitution  aus  F{x^y^z)  wird;  dies  giebt 

W  ^fff^x  (x.y,t)dxdy^dK 
Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  Xi  (a;,  y,  t)  nicht  an* 
ben  lässt,  so  muss  der  DifPerentialquotient  ■^—  =  —  aus  den  ur- 

rünglichen  Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 
t  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x  und  y  als  constant  gelten, 
d  nachher  dr  und  ds  eliminirt.    Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

a,=  pär+y^ds  +  ^^dt, 

er  OS  dt 

d  wenn  zuir  Abkürzung 

a^/8t^  dx_dtt^  dx\j_^{H  ^_dx  d£\ 
dr\ds'dt       dt'dsj^  drKds'dt       dt' ds) 

yd%ß^  d±_'d^  a^\ 
'^df\ds^  dt       dt'  ds)' 

85p  d^ 85p  8^ 

dr    ds        ds    dr 

letzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 

dt  =  -zrr  dz  oder  dz  =  --  dt, 
N  M 

:hin  nach  Nro.  4) 

Wz=  J'J'fFi(x,tf,t)~dxdydt. 
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Um  zweitens  statt  y  die  neue  Yariabele  8  einzuführen,  beuiitsai 
wir  die  Substitution  y  =  ^^  (x,  s,  t)  und  nennen  F^  (o?, «,  0  daiifeoifB^ 
was  hierbei  aus  Fi  («,  y,  t)  wird ;  zunächst  haben  wir : 

Dabei  ist  noch  -^  =  -^  aus  den  Gleichungen  2)  herzuleiteni 

08  08 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Oleichungw 
differenzirt,  dabei  x  und  t  als  Constanten  betrachtet  und  dr  eliminiii 
Hiemach  ist 

0  =  If  ^'  +  Ü^" 

und  wenn  zur  Abkürzung 


^=8. 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 


d8  =  rrpdy    oder    dy  =z  --rds 
M  Jj 

mithin  aus  Nro.  6) 

W  =fff^^  (^» «» 0  ^  elo;  c«s  c«f. 

Endlich  führen  wir  statt  x  die  neue  Yariabele  s  ein  mittelst  der 
Substitution  o?  =  9  (r,  s,  t)  und  nennen  Js  (^9  ^t  0  dasjenige ,  was 
hierbei  aus  F^  (x,  s,  t)  wird.  Da  gleichzeitig  8  und  ^  als  Gonstanten 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


mithin 


dw 
dx  =  -r^dr  =  Ldr 
or 

W:rr=  r  r  Cfz  (r,s,t)Ndrd8dt 


Beachtet  man  noch,  dass  Fs  (r,  s,  t)  nichts  Anderes  sein  kann,  all 
was  unmittelbar  durch  Einführung  von  9(r,s,^),  ^(r,s, f),  x(rj8,() 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)   fff^(^^ y»  ^)  ^^  ^y  ^^  ^f f f-^^^'  *'  ^^  ^^'^  ^^  ^^' 

worin  9,^,  ;i^  aus  Nro.  2)  und  ^aus  Nro.  Ö)  einzusetzen  sind« 

Zu  demselben  Besultate  führt  auch  eine  geometrische  Betrach- 
tung.    Denken  wir  uns  nämlich  o?,  ^,  n  als  die  ursprünglichen,  r^8^i 
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ab  neue  Goordinaien  einei  Punktes  P  im  Baume,  so  dienen  die 
Gleichungen  2)  zum  Uebergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  Coor- 
dinatenzysteme.  Es  sei  femer  F  (x,  y,  d)  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  xyz\  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 

zu  bezeichnen,  wofür  wir  kurz  F(SP9^t^)  schreiben.  Um  nun  in 
beiden  Goordinatensystemen  das  dreifache  Integral  W  als  Masse  eines 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  Yolumenelementes  an,  welches  statt  des  früheren  dxdydz  zu 
setzen  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Goordinaten  hatten: 

«»y,^;    »  +  äx,y,e\    x,y  +  dy,z\    x,y,B  +  de\ 
X  +  dx,y  +  dy,z\    x  +  dx,y,e  +  dB\   x,y  +  dy,e  +  dz\ 

X  -\-  dx^   y  •\'  dy^    z  ■\'  dz; 
in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Yolumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped, dessen  Ecken  P,  Pi,  P^,  Ps  u.  s.  w.  die  Goordinaten 

r,5,^;    r  +  dr^8,t;    r,s  +  d8,t\    r,s,^  -f*  dt  u.  s.  w. 

besitzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen,  als  das  Sechsfache  der  Pyramide  PPiPqPs  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Goordinatensystem  parallel  zu 
dem  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Goordinaten 
von  Pi,  P2,  P3  mit  IjiJiti,  la^^ifei  ^iVstzi  »<>  }st  der  sechsfache  In- 
halt von  PP1P2P3,  also  das  Yolumenelement 

Femer  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  Goordinaten- 
system Si  =,0?!  —  X  oder,  weil  der  Punkt  Pi  durch  alleinige  Aen- 
derung  des  r  aus  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde,    • 

i,  =  {x+^^dr^^x  =  ^^ 
ebenso 

In  den  neuen  Goordinaten  r,  s,  ^  ausgedrückt  ist  also  das  Yolu- 
menelement . 

31* 


dr 
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_  rÖÄ  /8y  8^  ^  8y  8^\        8y  /a^f  8£  ^  8£  8«\ 

[drKds'dt      dt'ds)  ■•"  drXds^dt      dfds) 

=  Ndrdsdt^ 

wofern  man  x,y,0  durch  %if,X  ersetzt     Das  Massenelement  wird 
hiemach 

F(<p,if,x)Ndrd8dt, 

und  die  Summe  aller  Massenelemente,  d.  h.  das  dreifache  Integral 


/// 


F((p,ilf,x)Ndrdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen  för 
fyS^t  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


8) 


W 


=ffA 


dx  dy  df  jff, 


(1  +  ao;  +  /3y  +  yzY 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
9)  0  <  a;  +V  +  ^  ^  Ä 

genügenden  x^  y,  z  beziehen  mögen.  Der  Punkt  xyz  bleibt  dann 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Goordinatenebenen  und  von 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Coordinatenachse  die 
Strecket  abschneidet.    Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xye  oder  Pin 


Fig.  92. 


z 


Fig.  92  als  Durch- 
schnitt  von  drei 
Uülfsebenen,  wel- 
che auf  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  F  eine  Ebene 
parallel  zu  der  vor- 
hin erwälinten  vier- 
ten Ebene  und  nen- 
nen r  jeden  ihrei* 
gleichen  Achsenab- 
schnitte; die  Glei- 
y  /  chung  dieser  Ebene 

ist 

und  in  der  Figur  OB  =  r.     Zweitens  legen  wir  durch  P  und  durch 
den  Coordinatenanfang  eine  Ebene ,  welche  mit  den  Ebenen  xy  imd 
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xz  gleiche  Neigungswinkel  bildet,  und  nennen  <J  jeden  der  Winkel 
ZOS',  X OS";  die  Gleichung  der  Ebene  SOS*  ißt  dann 

y  -\-  e  =z  xtcmö. 

Endlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  a:-Achse  und  be- 
zeichnen mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  BOT 
und  der  x^-Eben^;  dies  giebt 

e  z=  ytant. 

Insofern  die  drei  Grossen  r,  <5,  r  die  Lage  des  Punktes  P 
unzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  x^  «/,  b 
dnrch  r,  <^,  t  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  Ueber- 
gange  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern: 

r 

^■^  1  +  tm6' 

rt€M0  r  tan  6  tan  T 

^  ~  (1  +  tanö){l  +  tanty    ^  ~~  (1  +  tanC){l  +  tanz) 

Zur  Abkürzung  sei 


1  -\'  tanö  1  -\'  tanz 

es  ist  dann  einfacher 

X  =i  rs,    y  =  r(l  —  s)<,    ;er  =  r(l  —  s)(l  —  «), 

und  nun  mögen  r,  5,  t  als  neue  Coordinaten  von  P  betrachtet  werden. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
Form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
nehmen wollte,  durch 

xt(l  —  s)               yd  —  0 
x  =  r8,    y  =  —^ ,    ^  = j- 

BU  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

f(r)r^l—s)drdsdt 


W 


=fih 


Damit  der  Punkt  P,  vom  Coordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
^,  6  von  \7C  bis  0,  mithin  $  von  0  bis  1,  und  r  von  \7C  bis  Q,  also  i 
von  0  bis  1  ausgedehnt  werden.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

4  =  1  +  ars  +  Yr{l  —  s),    B  =  {ß  -  y)r(l  —  s), 
so  ist  ' 
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*  1  1 


W  z=J  r*f(r)drfo.  —  ')''»/, 

So  0 


dt 


0  0     '^ 

2A-\-  B 


=  lfrV(r)drf{l-»)ds 


(A  +  B)*A* 

Indem  man  femer  die  Abkürzungen 

1  +  ar  =  a,    (a  —  /S)  r  =  5,    (a  —  Y)r  =  c 
benatzt,  erhält  man 

Ä  +  B=::a-^h(l^$\    ^  =  a  —  c  (1  —  5), 
2Ä  +  B  =  2a  —  {h  +  c)  (l  "  s), 
und  das  auf  s  bezügliche  Integral  wird  dann 


/ 


'(1  —  g)  [2 g  —  (6  +  c)  (1  --  s)]d8 

Durch  Einführung  von  1  —  s  =  u  geht  dasselbe  über  in 

1 
w[2a  —  (ö  +  c)u]du 


ß 


(a  —  buy  (a  —  cuy 


=^_ri_i L 

h  —  cj    i(a  —  bu)^       (a  — 


(a  —  hu)^       (a  —  cuy\ ^^  ~"  a(a  —  5)  (a  —  c)' 


mithin  ist 


10)  W:=lf ''^^'^^' 

^  "^       *J  aia  -  b)  («  -  c) 


0 

Aus  8),  9)  und  10)  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  von  a,  b,  e, 

*     h — X     h — X — y 

V(*  +  y  +  e)dxdyde 


ff  A 


0  0       ^   (1  +  «*  +  /Sy  +  Y')' 


=i/, 


r»/(r)«fr 


^    (1  +  ar)  (1  +  ßr)  (1  +  yr) 

und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  reducirt  ohne 
Beeinträchtigung  der  willkürlichen  Function/. 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auch  auf  vier* 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  gezeigt 
werden  soll. 


■f« 


Gap.  XYIL 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Vaxiabelen. 

§.  103. 
Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  mehr- 
fache sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differentiale,  d.  h.  auf 
Producte  von  der  Form  f(x)dx  oder  f(x,y)dxdy  u.  s.  w.,  worin/ 
eine  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 
tete.. Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  Diffsrentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
chung die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.  So  lässt  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  deijenigen  Function  y  von  x  stellen,  welche  ihrem 

dy 
Differentialquotienten  gleich,  für  die  also  -^  =  y  ist;  ebenso  kann 

man  die  Gleichung  der  Curve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  -7-  =  — ist u. s.w. 

dx      JiX 

Alle  derartigen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe^ 
rentialgleichungen;  die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
'  d.  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
nannte Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen  und  etwaige  Constanten 
vorkommen. 

Gewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 
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Ordnung  des  höchsten  vorkommenden  Differentialquotienten,  indem 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  DifferentiaR][uotient  von  der  nten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  ifit  demnach 

d  v 
oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -=^  reducirt  denkt, 

dx 

2>  ff  =  -  tH  oier^ix,y)äx  +  n>(x,y)dy  =  0. 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  n&her 
betrachten,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form 

3)  %  =  ^(-^y^ 

X  und  y  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  linie, 
denn  die  Gleichung  3)  giebt  tanz  =  xi^yp)*  ^^  ^  ^^^  Winkel  zwi- 
schen der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  bezeich- 
net. Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  Anfangswe^he  x=Xq 
und  y  z=  yQ,  so  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gleichung 
tanto  =  xi^o^yo)  construiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  a^yo 
einen  zweiten  Punkt  Xi  yi  und  betrachten  das  zwischen  Xq  y^  und  Xi  yi 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  ^o  heissen  möge,  als  näherungs- 
weise  zusammenfallend  mit  der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curven- 
punkte  Xiyi  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construction  wieder- 
holen, also  tan ti  =  xi^uVi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf 
ihr  ein  Stück  ti  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  aJ2  3'« 
gelangen  u.  s.  f.  Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der  ge- 
suchten Curve  offenbar  um  so  genauer  an ,  je  kleiner  seine  Seiten  fo> 
t'if  #2  6*c.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar 
näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  ver- 
folgbaren Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man  be- 
merkt zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  in  der  Lösung 
der  Aufgabe  liegt.  Da  nämlich  der  erste  Punkt  Xoyo  willkürlich 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der 
In  Nro.  3)  verlangten  Eigenschaft;  diese  Curven  sind  im  Allgemeinen 


Trennung  der  Variabelen.  489 

von  derselben  Natur  und  nur  yeröchieden  in  der  Lage  oder  in  den 
Dimensionen.  So  ?.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differential- 
gleichung —  =  — -  jede  Gleichung  von  der  Form  y=vlzx^  wo  h 

beliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
ten Abscisse  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichai 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lässt. 
Differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

F(x,y,h)  —  0, 
worin  h  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

dF.      ,    dF  . 

und  wenn  h  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

neue  Gleichung  zwischen  o;,  y  uufl  -~,  d.h.  eine  Differentialgleichung; 

ax 

letztere   bleibt  dieselbe,  welchen    Werth  man  auch  dem  k  ertheilt 

haben  möge.     Umgekehrt  ist  jP(a7,  y,  ä)  =  0  die  zu  Grunde  liegende 

Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 

vorher,  die  willkürliche  Constante k  vorkommen;  ausserdem  wurde 

man   nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 

culäre  Auflösung   der    Differentialgleichung    haben.     In   manchen 

Fällen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 

Auflösung;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 

sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.h. wenn 

man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 

4)  Xdx  +  Ydy  =  0 

bringen  kann ,  wo  X  eine  Function  von  x  allein  und  Y  eine  Func- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 

5)  fxdx  +  jYdy—  Const.  —  0; 

man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit/(a;,^)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

dx       dy  dx 
in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  ^  =  X,  ^  =  F,  weil  in  Nro.  5) 
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die  Integrationen  so  geschehen,  als  wären  x  und  3f  von  einander  nn- 

abhängige  Yariabele;  man  erhält  folglich  X  -f*  ^  ;2    =  ^>  ^"^^  ^^ 

der  Gleichung  4)  übereinstimmt 

Etwas  allgemeiner  als  die  Differentialgleichung  4)  ist  die  fol- 
gende: 

6)  Xi  T^dx  +  X2  Tidy  =  0, 

in  welcher  Xi  und  X2  von  y^   Ti  und  T2  von  x  frei  sein  mögen; 

durch  Division  mit  X2  T^  wird  daraus 

mithin  durch  Integration: 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Curve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gegebene 
Function  ^>{x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  die 
Differentialgleichung 

oder,  nach  Trennung  der  Yariabelen, 

dy dx 

mithin  durch  Integration: 

ly  =  Const.  +   /  — T-r* 

Um  auf  y  zu  reduciren,  setzen  wir  e^*^"*  =  C,  wo  C  eine  neue  will- 
kürliche Gonstante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 

y=  Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln ,  die 

Curven  zu  finden,  bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form  ^fi 
ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 


/; 
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Ueberhaupt  bieten  die  Subtangenten  und  Subnormalen  der  Cur- 
ven,  als  Functionen  der  Abscissen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine 
ziemliche  Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differentialgleichun- 
gen dar. 


§.  104. 
Substitution  einer  neuen  Variabelen, 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  lässt,  so  ist  es  häufig  von  Vortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhängigen  Variabelen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  ein« 
zuführen  und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere zu  verwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  Fälle 
dieser  Art  angeben. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  O!;- Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Badiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

r  =  F{ß). 

Da  zufolge    der  gegebenen  Bedingung   auch  iant  eine  bestimmte 
Function  von  ton0,  etwa 

^an  r  =  q>  (ton  Ö)    ' 

sein  muss,  so  hat  man  bei.  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tialgleichung 

welche  im  Allgemeinen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulässt.  Setzt 
man  dagegen  ^  =  ^  oder  y  ^=z  xt^^ro  t  eine  neue  abhängige  Varia- 

X 

bele  bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1) 

2)  a,^  +  «=,,(Ooder^^^— ^  =  _, 

und  hier  sind  die  Variabelen  getrennt.     Die  Integration  liefert  jetzt 
eine  Gleichung  von  der  Form  ^(Q  :=zlx  -{-  Consta  und  wenn  man 

statt  t  seinen  Werth  —  wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 
suchten Integralgleichung. 
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Soll  z.  B.  r  =r  2  0  sein,  so  folgt 

2tanO 


tarn 

1  • 

-  tan'^  0* 

oder 

dy 

2 

X 

dx 

(Lf 

\x) 

die  erwähnte  Substitution  giebt 

1  —  P 

^d 

f.      ^' 

t(l  +t^)  x' 

mithin  ist  durch  Integration 

It  —  1(1  + 1^)  =  lx  +  ConsL 


Setzt  man  Canst 


so  erhält  man 


oder 


'(f)-'('  +  S=<Ä) 


2cy  =  »^  +  y^  y  =  c  ±Vc^—'  x\ 


Die  gesuehte  Curve  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Coordinateo- 
anfange  berührt. 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werden  homogene  Differential- 
gleichimgen  genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  vorkommen.  Ein  ferneres  Bei. 
spiel  hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  unbekannten 


Fig.  93. 


Curve  sei  OM=^x,  MF=y  (Fig.  93); 
aus  M  beschreibt  man  mit  dem 
Kadius  MF  einen  Kreis,  legt  an  den- 
selben von  0  aus  die  Tangente  OQt 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  a?-Achse  eine  Gerade,  welche 
die  ^- Achse  in  B  schneidet,  imd  ver- 
bindet endlich  B  geradlinig  mit  F; 
man  verlangt,  dass  BF  die  Curve  in 
F  berühre.     Die  Construction  giebt 
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X 

und  da  andererseits  bei  jeder  Curve 

OJB=  y  —  xtanx 
ist,  so  hat  man  die  Differentialgleichung 

^  dx  X 

oder 


^  =  ^  —  ^  Vi  —  f-V- 

dx       X        X    V  \x/ 


Mittelst  der  Substitution  y  =  xt  wird  hieraus 

x^  =  ^t  VT^^  oder  -  -Trii=  =  ^ 

<^^  tvi  —  t^      X 

und  durch  Integration 

wobei  a  eine   willkürliche  Oonstante  bezeichnet.     Nach  Restitution 
des  Werthcs  von  i  erhält  man  alft  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

x  +  Vx^  —  t/3        X     ^  2ax^ 


+  Vx^  —  ^3         X      . 

-! ^  =  —  oder  y  = 


wonach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

II.    Die  Substitution  y  =  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung 

gute  Dienste;  es  wird  nämlich 

A\  ^t         /.,  N     ,^N     ,       dt         f(x)  . 

WO  nun  die  Yariabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Rechnung 
wie  vorhin  gefuhrt  werden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Curve,  für  welche   die  von  der 
Tangente  am  Punkte  xy  auf  der  ^- Achse   abgeschnittene  Strecke 

Ä*    .  .        . 

=  — -  ist,   wobei  b  eine  gegebene  Linie  bedeutet,  so  hat  man  die 

Differentialgleichung 
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oder 

dy        y        x^    l 

dx       X       i>*   y, 

X 

Nach  dem  obigen  Verfahren  giebt  dies 

dt  «*    1      1      ^  ,.  ^äx 

X  —  =  —  — • —  oder  tat  =  —  • 

dx  b»    «  5«  • 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Consti^ite  =  — ^  gesetzt  wird, 


«*    ,    a*  xV  a«  —  x^ 

Unter  Benntsung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius  a  beschriebe- 
nen Kreises  ist  die  Gurve  leicht  su  construiren;  sie  hat  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  Lemniscate. 

III.  Um  noch  eine  andere  Substitution  zu  zeigen,  betraditcB 
wir  die  Differentialgleichung  ' 

dy  ^f(x)ip(Vx^  +  y^)-g 
dx  y 

oder 

Setzt  man  hier 

««  +  y«  =  r», 
80  folgt  durch  Di£ferentiation 

und  aus  Nro.  6)  wird  ein&cher 

7)  r  ^  =/(ar)9(r)  oder  ^  =Ax)dx, 

WO  nun  die  Sonderung  der  Tariabdoi  aasgeführt  ist. 

Verlangt  man  z.  B.  die  Carre,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  x-Achse  abgeschnittene  Stück  in  oonstantem  Veriiältaiisse  zum 
RadtiisTector  steht,  so  hat  man,  wenn  f  die  g^rebene  Verhaltnisszahl 
bezeichnet, 
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X  +  y  -^  =  sVx^  +  y^. 

Die  obige  Substitution  giebt 

dt  , 

dx 
welcbes  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,   wenn  ein 
Brennpunkt  zum  Coordinatenanfang  und  die  Hauptachse  zur  ^Achse 
genommen  wird. 


§.  106. 
Substitution  zweier  neuen  Variabelen« 

I.    Eine  ziemlich  allgemeine  und  häufig  vorkommende  Differen- 
tialgleichung ist  die  folgende 

1)  g  +  Zy  +  X«  =  0, 

worin  X  und  X^  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x  bedeu- 
ten. Die  Substitution  y  =  xt  würde  hier  zu  keinem  Besultate  füh- 
ren ,  man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
sich  y  als  Product  zweier  neuen  Yariabelen  u  und  v  denkt.  Setzt 
man  demgemäss 

ox  ^y  äu    ,        dv 

2)  y  =  uv,  _  =  «_  +  «_. 

SO  erhält  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichung 

Diese  ist  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  und  i;  den 
zwei  Bedingungen 

8)  5i  +  ^«  =  o.  «55  +  ^  =  ° 

genügen.  Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sonderung  der 
Yariabelen  und  Integration 

du  C 

—  =  —  Xdx,    lu  =:  '^   I  Xdx  -f-  -4, 

oder  wenn  e^  =z  B  gesetzt  wird, 
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4)  u  =  JBß  •'       . 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3)  folgt  unter  Benutzung  des  für 
u  gefundenen  Werthes: 

—  =  —  —  ==— i-X  c^^^^* 
dx  u  B      ^  ' 


5)  i;  =  Const.  —  ~  Jx^e'^'^" 


'  dx. 


Wegen  y  =  wt;  ist  nun  nach  4)  und  5),  wenn  B  .  Gonst.  =  0  ge- 
setzt wird, 


6) 


y  =  (e-/-')(c-/Zoe^"^'dx). 


Beispielsweis  suchen  wir  die  Curve,  bei  welcher   das  von  der 

Tangente  auf  der  y- Achse  abgeschnittene  Stück  z=zyax  —  y  ist. 
Die  Di£Perentialgleichung  lautet  in  diesem  Falle 


oder 


y  —  «  ^  =  Vax  —  y 


dy        2  \fa 


68  ist  also 

x.  Y     X 

Mittelst  der  Formel  6)  erhält  man 

y  =  ^1'(g  +  fy^  e-^^'dx) 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  und  wenn  G  =  -r    gesetzt 

wird, 

x^        2  , /-— 

V  =  TT- V  ax, 

^        h         3 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leicht  zu 
construiren. 

II.    Auf  die  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  die  folgende 

7)  /'(^)  j^  +  Xm  +  Xo  -=  0 

zurückführen,  worin /(;er)  eine   gegebene  Function  von  z  allein  und 
f{z)  ihre  nach  z  genommene  Derivirte  bedeutet.     Setzt  man  nämlich 
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8)  f{z)  =  y  m\ihixLf{z)de  =  dy^ 

so  erhält  man  die  neue  Gleichung 

I  +  Xy  +  Zo  =  0. 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Das  Integral  von  Nr.  7) 
ist  daher  nach  6)  und  8) 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  Bb  die  DifiPoren- 
tialgleichung 

aX  fH  191 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

ax 
Hier  i8t/(jer)  =  z^  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

11)  j^  =  (e-f^^A  fc  —  fXoef^^'dxY 

Setzt  man  in  Nro.  10)  nt  =  1  —  n  und  lässt  (1  —  n)X  an  die 
Stelle  von  X,  ebenso  (1  — n)J!Q)  an  die  von  Zo  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

12)  il  -^  Xz  +  Zo^  =  0 

ttX 

and  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)  jpi-«  =  (e-<*-">A^')  je— (1-n)  TzoC^^-'^^-^^'^la?!. 
Ist  z.  B.  gegeben 

BD  findet  sich  nach  Nro.  13),  falls  a^  1  ist, 

1  —  a 


ß  = 


c(l  —  a)ir«  -f  ba?* 
and  für  a  =  l 


0  ^^ 


x(c  -|-  hlr) 


BthlOmildh«  Analysis.   1.  32 
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§.  106. 
Vom  integrirenden  Factor« 

I.    Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Yariabelen  zu  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 
1)  g>(x,y)dx  +  ip(x,y)dy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  fiir  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differential  einer 
Function  f(x,  y),  ist  also 

g>ix,y)dx  +  t(Xyy)dy=-^dx  +  ^dp  =  df, 

so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen ,  wenn  /(d?,  y)  =  Cofut 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 

xdy  -f-  ydx=  0 
auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  df(a?y)  =  0 
einerlei  und  folglich  xy  =  Const.  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten,  so  sind  offen- 
bar zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterium  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  vollständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grunde 
liegende  Function  /(a;,  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  zu 
entwickeln.  Zur  liösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

q).dx  -f-  ^-dy 
ist  mit  dem  totalen  Differentiale  von  /,  d.  h.  mit 

^  dx  +  ^  dy 

dx  oy 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 

df  df 

stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Beziehung 
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^raf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x,  so  entstehen  die 
Kseuen  Gleichungen: 

8y8»        8y  '   8a?8y  ~  8«' 
deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5  in  §.  15);  es  muss  daher 

S)  8^  _  8* 

^  8y     "  8a? 

in,  und  wenn  diese  Bedingung  erfällt  ist,  so  hildet  g).dx-\- ilf.dy 
vollständige  Differential  von  /.    Um  die  letztere  Function  zu  be- 


stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  —  =  q>;  aus  ihr  folgt 

03/ 


f=  I  (p.dx  ■{-  K, 


uro  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K  eine  Gonstante  bezeichnet,  die  von  x  frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y  enthalten ,  also  eine  Function  von  y  sein  kann«  Sie 
bestimmt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  «partiell  in  Beziehung  auf  2/ 
differenzirt,  wodurch 

dy       J  oy        ^  dy 
entsteht;  dies  muss  mit  ^  einerlei  sein  und  man  hat  daher 

folglich 

K^C^-f^.dy-fdyp^dx. 

In  den  früheren  Werth  von/substituirt,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung /  =  0,  nämlich: 

3)  C  +  Jip.dx  +fif.dy  ^JdyJ^  dx  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Ya- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erfüllt: 

(«"» +  y)dx-{'(j!^'\-x)dy=:0, 

nämlich : 

82* 
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^— 1  _ 


di> 


die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten-  Integrationen  giebt: 
J  <p.dx=J  (x'^  +  y)dx  =  -^^-j^  +  yx, 

Jil>.dx  =f(r  +^)dy  =  ^f^  +  «y. 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 

II.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  eine  Differential- 
gleichung zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  von  der  Form 
f(x,  y)  =  Const  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Bedingung 
in  2)  unerfüllt  bleibt.  Stellt  sich  nämlich  das  Differential  der  Glei- 
chung/=  Const  unter  die  Form: 

4)  (<p.dx-\-'4f.dy)x  =  0, 

wo  9,  ^  und  X  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Factor  %  weglassen,  weil  die  rechte  Seite 
z=  0^  X  A^^i*  voi^  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung ip.dx  '\-  i>.dy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt.  Aus 

X 

der  Gleichung  —  =  Consl,  z.  B.  folgt 

—  da? djf  =  --  Ijßdx-'Xdyl  =  0, 

oder: 

ydx  —  xdy  =  0; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Differen- 
tial und  in  der  That  ist  auch 

!(l)  _  'H) 

in  der  aweiten  Form   dagegen  ist  die  linke  Seite  dnrdi  Verlust  des 
g«meiu3chaltlichen  Faclon  -;  za  einem  unvollständigen  Differential 
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geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.  Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 

5)  (f.dic  +  il^.dy  =  0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedingung  r^  =  —  nicht    genü- 

gen,  so  ist  doch  die  YOrige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  lässt, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in  ein  vollstän- 
diges Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  9  .  %  ==  g)i,  1^ .  ;u  =  ^1 
setzen  und  dann  mit  <pi  und  ^1  ebenso  wie  vorhin  mit  9  und  tp 
operiren.     Der  Factor  %  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

dy  dx 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird: 

^  ^  dy       ^  dx  ^  ydy      dxj  ^ 

Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Verfahren;  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen Fällen 
die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann. 
Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  (Xy  +  Xo)dx  +  dy  =  0, 

wo  X  und  Xo  Functionen  von  x  allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  ^Is  Function  von 

dz 

X  allein  denkt,  wodurch  ;—  =  0  und 

oy 


"-/ 


fXdx 

XdXf         X  =  e 


wird.     Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  /Xdx 

{Xy  +  Xo)e  dx  '\-  e        dy  =  0 
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erfOlli  in  der  That  die  Bedingung  der  Iniegrabilität  (Nro.  2),  wenn 

9  =  (Xy  +  Xo)e        ,   *  =  e 
gesetzt  wird;  zngleich  ist: 

/p      fXdx  p         fXdx 

q>.dx=^y  J  Xe        dx  +   j  X^e        äx. 


fXdx 

i>.dy  =  e        y, 


und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fxdx  n 

8)  C  +  ye         +  y  : 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §•  105  gefunden  wurde. 


fXdx  p         fXdx 

X^e         dx  =  0, 


§.  107. 
Difibrentialgleiohujigen  verschiedener  Grade. 

L    Wir  haben  bisher  solche  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung  behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und  -^ 

vorkamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrucke  vom   ersten 

Grade,  oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  wenn  dagegen  die  ge- 

dy 
gebene  Differentialgleichung  höhere  Potenzen  von  -^  enthält,  so  ist 

dx 

sie  von  der  Form 

«(^)"+-.(S)-'+KÄ)-+-+^-.M+-». 

worin  ZiiZ),***^— ii  Zf^  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen. 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung 

dy 
in  Besiehung  auf  —  als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 
gemeinen H  verschiedene  Werthe  /i,  /t,  •  •  •  /,,  sämmtlich  Functionen 
von  X  und  y,  erhält  und  nachher  die  h  Differentialgleichungen 


verschiedener  Grade.  503 

einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.     Nennen  wir 

3)     g>i («.y»  Ci)  =  0,     ^><i{x,y,  G2)  =  0,  •  •  •  9)„(a:,y,  (T,)  =  0 

die  Integralgleichungen  jener  n  Di£Perentialgleichangen ,  so  ist  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Di£Perentialglei- 
chung,  und  die  allgemeinste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übngens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  Ci  =  C2  •  •  •  =  C»  =  0  nimmt;  denn  setzt  man 
der  Beihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
und  giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  Ci,  C2»  •  •  •  C^»  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Di£Ferentialgleichung: 

Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle: 

äy       V^  _  ^      dy        V^  _ 
dx  a  dx  a 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 

ya  Va 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

oder,  wenn  Ci  =  Q  =  C  genommen  wird, 

6)  (V7  +  O*  -  I  f  =  0. 

II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil- 
haft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 
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wobei  -^  kurz  mit  ^  bezeichnet  werden  möge,  nnd  sie  in  der  neaeo 
ax 

Gestalt  noch  einmal  zu  dififerenziren. 

Aus  y  =  ^(^»y)  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 
«V  ,  _  d0(x,t/)        dO{x,y')   H 

^^  ^  ~       dx       '^       dtf      '  dx' 

d.  h.  eine  Di£Perentialgleichung  zwischen  den  beiden  Yariabelen  % 
und  y*\  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 
/(Ä5»/tC)  =  0,  welche  mit  y  =z  0(x,j/)  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  y  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  || 
zu  gelangen. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Form 
X  =  ^(y,  y)  gebracht,  so  wird 

oder,  wenn  man  die  Beziehung 

■'  dx        dy   dx       dy 

in  Anwendung  bringt, 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  y  und  y,  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  /(y,  y,  C)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x  =  ^(^^y')  die  Variabele  y^  eliminiit, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung. 

Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Gurve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
wir  X  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 

ipy'-y)  — ^^=a, 

oder  auf  y  reducirt: 
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11)  y  =  xij  ^  ^.^.-' 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  He- 
bung von  y': 

12)  0  =  ja;  -  T7=^=r-1  Z^' 

/  V  (1  +  2^'2)3 j    dx 

und  daraus  folgt  entweder 

13)  ^  =  0,   oder   x  —  ,,^  =  0. 
dx                                 Y^i  ^  y2)a 

Die  erste  Gleichung  giebt  i/  z=l  G  und  durch  Substitution  inNro.  11): 

y  z=z  Cx  —  -==, 

Vl  +  C2 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Goordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

K  a3  —  X« 

y  = i 1 

mithin  durch  Substitution  in  Nro.  II): 

y  =  —  ^a3  — 

Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

aC  «11 

y  —  Cx  -\ ,  =  0  und  x^  4.  ys  —  «s  =  0. 

Vi  +  C» 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differentialgleichung 
auf  die  homogene  Form 

14)      y"  +  Fi(j)y""'  +  ^«(f)^""*  +  ■*•• 

...  +  r.-.(f>+r.(f)  =  o 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwieiig- 
keiten.    Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  —  =  ^  zu  setzen,  wodui'ch  die 

X 

Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  f{y\t)  =  o 

stellt,   die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y*  oder,  wenn  dies  um- 


X9  Y' 


y 
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Bländlich  wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  ^ 
=  q>(t)  oder  t  =  1(^(1/)  zum  Resultat  erh&lt.  Andererseits  i8tw^ 
gen  y  =  xt: 

und 

dx  dt 


X        y^  —  t 
Hat  man  y^  durch  t  ausgedrückt ,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  i« 
war  aher  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  1/  yot] 
in  jedem  Falle  sind  die  Yariabelen  gesondert  und  es  ist 

.6)  ,.  =  /^,, 

oder  auch 

17)  za,  =  _?(y_^4.y_^. 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdem  y^  durch  t  oder  t  durch  y^  ausgedrückt  ist  hn 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  = 
X  (0  +  ConsL  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetxen; 
im  zweiten  Falle  ist  das  Ergebniss  von  der  Form  lx  =  x  (i/)  4*  ö^ 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  y'  aus  der  vorstehenden  imd 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  8  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes  durch  die  Gleichnog 
s  =  V^2a;y,  oder 

VT+y^  dx  =  Vlxy 

verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 

für  y  =  xt  findet  sich  hieraus: 

^j_t  +  (.l-f)V2i       ,      ,_(!-<)  VI? 

die  Gleichung  11)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

V2T-'  1 


/■ 


Ix 


J  il-t)V2t  J  (i—t)Y2i 
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Hier  ist  die  noch  ührige  Integration  durch  Wegschafiung  des  Wur- 
zelzeichens (t=u^)  leicht  auszi^ühren  und  giebt: 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  f ür  ^  =  -^    die    Gleichung 

der  Cunre: 

1 

wobei  e'^^  =  c  gesetzt  wurde.     Zur  Construction  der  Cunre  würden 
übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  Vmx^^-n^,  also  durch  Dif- 
ferentiation 

Vfnx^-{-ny^ 
and  vermöge  der  Substitution  y  =  xt 

Vm  +  nt^ 
(m  +  nP)  (1  +  j/2)  =  (m  4-  nty^. 
Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  ^  oder  t  zu  reduciren- 
am  einfachsten  wird  die  Sache  f ür  n  =  1,  man  findet  nämlich 

y'  ^t  = -7= 

V  m 
und  nach  Formel  16) 

V 


_     Vm        r      dt 
*~  Vm— 1  J  Vm  +  t* 


Vw-^1 


Z(^  +  /w  +  *2)4-C7, 


oder,  wenn  G  =^  la  gesetzt  wird ,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Gon- 
stante  bezeichnet 

£  _  /y  +Vmx^  +  yn 
a        \  X  ) 

Es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  zu  reduciren;  für 
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m  =rz  ^  z.  B«,  und  wenn  man  zur  Vereinfachung  {a  an  dieSielk  toi 
a  treten  läset,  hat  man 


§.  108. 
Die  siogulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen. 

In  dem  Ahschnitte  II.  des  vorigen  Paragi'aphen  begegneten  wir 
der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differentialgleichung  swei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkürliche  Constanie 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 

y  •=  x\J  — 


folgte  nämlich: 

fi  OtO  3  s  a 

y  —  KjX  —  -====  ^jj^  j^mjjj  x»  +  ys  =  03. 

Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  0  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammen- 
hängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
I.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

1)  /(^,2/,y)  =  0, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
nämlich 

2)  F(a;,2/,C)  =  0; 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  deijenigen 
Curve  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  die  durch  Nro.  1)  bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Gleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  eine 
einzelne  Curve,  sondern  vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Gni'ven, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  willkürlichen  Constanten  C 
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alle  möglichen  Werthe  gieht.    Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Curven  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

F(x,  y,  Ä;)  =  0,    F(x,  y,  k  +  dJc)  z=  0 

oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen 

«\  ^,         ,N        ^     dF(x,y,k) 

3)  F(x,y,k)  =  0,    L^  =  0 

darstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Curve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch 
dein  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  existirt; 
sie  gilt  endlich  auch  filr  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcunren ,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  k  alle 
möglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Curve  F(x,y,k)  =  0  genügt,  so  genügt  jener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
nmg  des  k  entspncht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
also  noch  ein  singuläres,  wenn  man  k  aus  den  Gleichungen  3) ,  oder 
C  aus  den  Gleichungen 

4)  F(x,y,O=0,    '-^^  =  0 

eliminirt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lösung 
nicht  nothwendig  zu  existiren ;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Schaar  von 
Gurven  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
lässt  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
differenni*en  und  nachher  aus  den  Gleichungen 

5)  F=0und3-  =  ^-+  —  -^  =  0 
^  dx        ex        oy  dx 

die  willkürliche  Constuite  G  eliminiren,  weil  C  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt.  Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  dass  man 
die  Gleichung  F  =  0  nach  C  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
die  zweite  Gleichung  einsetzt.  Bei  der  Auflösung  von  F  =  0  er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  G  =  (p(Xt  y)  und  daher  ist 
im  Allgemeinen  G  als  Function  von  x  und  «^anzusehen ;  beachtet  man 
dies  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  JP  =  0^  so  hat  man  voll- 
ständiger 

dF_dFdFdydFdC 
^^  dx~  dx^  dy  dx"^  dGdx' 

Die  Elimination  von  G  auB  F  =  0  und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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EU  demselben  Resultate  (Nr.  1)  fübren  wie  die  Elimination  von  C 
aus  den  Gleichungen  6) ,  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  iwdtoi 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h^  wenn 

^F    dG_ 

dC 
ist.     Dazu  gehört  entweder  — -  =  0  d.h.  C=  Const.i  wodurch  man 

dx 

auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 

und  wenn  sich  hieraus  für  G  eine  Function  von  x  und  y  findet,  so 
giebt  deren  Substitution  in  JP=0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  C!onstante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singulare! 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  daas 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  kaoD, 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singulare  ist 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krumme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  ab- 
schneidet, und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differentiil- 
gleichung  der  Curve  lautet: 

8)  yVlTV^  =  Va{x-\-yyy, 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  Torigen  Paragraphen  unter 
Nro  IL  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheilhaftesten, 
auf  X  zu  reduciren,  weil  die  Entwickelung  von  y  eine  quadratische 
Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun 

9)  2^*0+/^)  —  ayif  z=iax, 

und  hieraus  folgt  durch  Difierentiation ,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

dx       ^'         dx        ^  dy 
Gebrauch  macht, 

(2y/  -  a)  j  yy  1^  +  (1  +  y«)} =0. 
Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden: 

10)  »y^  =  -(i+y"),       2^/  =  «, 
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welche  durch  Trennung  der  Yariahelen  integrirt  werden  können.   Die 
erste  Gleichung  gieht 

1  +2/»~     J   y' 
oder  11(1  +y'*)  =  —  ly -{-  Canst,  d.  i.  wenn  Canst.  =  Ik  gesetzt 
wird» 


y  y 

das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  suhstituirt  werden, 

Ä»  =  a  (a?  -^  Vh^  —  y^) 
oder  fär  h^  =  ao,  wo  nun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

11)  (Ä?~.c)*  +  y«  =  oc. 

Die  «weite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  ^  =  — ,   und  durch  Sub- 

9 

stitution  in,  Nr.  9) 

12)  y'i  -^  ax  =  Ja«. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann,  in- 
dem man 

F(aj,2^,c)  =  (a?  — c)2+  y«  —  ac  =  0 
setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

— \'^—-  =  —  2  (aj—  c)  —  a  =  0 

eliminirt ;  die  letztere  Gleichung  giebt  c:=x-\-\a,  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt: 

la^  +  yJ- a(a?  +  |a)  =  0, 

was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
scissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanfange 

ist,  yac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirteu  Parabel  ein- 
gehüllt. 

II.  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singulare  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  ent- 
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wickelt  werden  kann.   Der  AnBchaulichkeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  einhüllende  Corve  existiren  soll,  so  müssen 
die  beiden  Curven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  Cin  Nro.2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lässt  sich  demaach 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Curve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  G  gehört.  Der  Winkel,  miter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten;  es  müssen  also  am  Punkte  o;^  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangenten  vorhanden  sein,  d.  h.  es  mnss 
tanr=y'  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braacht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  siedi- 
rect  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  fipc^y^y')  =  0,  indem  man 
diese  nach  y'  auflöst.  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklieb, 
dass  eine  singulare  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebene 
Differentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.  Nennen  wir 

y  =  9(«»y)i        t/  =  '^(x,y),        y^  =  x(x,y),  .  .  . 
oder  kurz  9>,^,%  etc.  die  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nach  dem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

f=(i/-<p)(i/-^)(i/-X)....i 
durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  y^  folgt  hieraus 

^  =  (y-i*')(y'-;c)  •  •  •  +  ö/-9>)(y-z)  •  •  • 

+  (y  — 9)ö/  — ^)---H — 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  y^  =  g)  noch  für 
y'  =  tl}  etc.,  falls  qp,  ^,  %  etc.  von  einander  verschieden  sind.  Anders 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Curve  liegt 
Er  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C  und 
C  -\-  dC  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  selber 
ist;  für  alle  drei  hat  y^  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  9>,  ^,  %  etc.  einander  gleich  werden. 
Für  ^  trr  9)  erhält  man  aber 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  1/  =  g)  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singulare  Auflösung  vorhanden  sein  soll, 
so  müssen  die  Gleichungen 

jK^^y^y)  =  0,        — ^y —  =  0 
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Busammen  bestehen,  und  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  singulare 
üitegral  durch  Elimination  von  ^'. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 


y^(^—y/)  =  a^', 


^ ~  =1 


deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  y^  =z  g 
homogen  mach^i  und  als  allgemeines  Integral  finden 

^  ^  £3 

ac        c'' 

woraus  als  singuläres  Integral  folgt 

^*  =  4  a^x^. 

Will  man  dagegen  das  letztere  allein  haben,. so  eliminirt  man  f/  aus 
den  beiden  Gleichungen 


und  erhält  wie  oben  y*  =  4a*a;^. 


M=,.(.^-|)  =  o, 


§.  109. 

Integration  durch  Versuche. 

• 
Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  führen. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be« 
steht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichimgen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind; 
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es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  auch  das  Integral  nngeföhr  die- 
selbe Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  IntegraL 

Dieses  indirecte  Verfahren  ist  z.  B.  anwendbar  anf  die  Diffe- 
rentialgleichnng : 

dx                                  dy 
1)  — I z£ :=  0 

V 1  +  oa?«  4-  baj*        Vi  +  ay3  4-  5y* 

in  welcher  zwar  die  Yariabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.  Um  eine  Andeutung  über 
die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe- 
ciellen  Fall : 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  aresin  X  -|-  aresin  y  =  Ganst. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber  in 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  n&mlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  (i  dessen  Sinus,  so  kann  Canst.  =  arcsmfi 
gesetzt  werden ,  wo  ft  die  neue  willkürliche  Gonstante  bezeichnet 
Statt  der  Gleichung  aresin  x  -{-  aresin  y  =  aresin  (i  lässt  sich 
schreiben 

sin(aresinx  4*  aresiny)  =  ^, 
wo  man  linker  Hand   die  bekannte  Formel    für  sin  (u  -f-  v)  in  An- 
wendung bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  x,  cosu  =  y  1  — a;^ 

sinv  =  y,  eosv  =  VI  —  y^  berücksichtigen  muss*  Das  gesuchte 
Integral  ist*  denmach 

4)  xVl  —  y«  +  yVl  —  x^  =  [i. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  und 
y,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

^2  =  a?2  4. 2/2  —  2  a?2y3  ^2xy  Vi  —  x'^  Vi  —  y«, 

5)  ^2  —  (x^  +  y^)  =  2xy  {Vi  —  x^  Vi  —  y^  —  xy}. 
Femer  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  —  fA«  =  (1  —  aj2)(l  —  y^)  —  2xy  V  1  —  a?«  ]/  1  _  y2  _j.  x^y\ 

wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi  —  fA2  —  Vi  —  a?2  Vi  —  y2—  a?y. 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird  letz- 
tere rational,  nämlich: 
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«^  +  y*  +  2  Vi  —  fA«a?y  —  f*«  =  0, 

oder  für  lA«  =  -T- 

^         A 

6)  A(a;«  +  y«)  +  2'l^A(A-.  l)a?y  —1=0. 

Das  Integral  der  DiflFerefltialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
aiehnng  auTir  und  y  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades. 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Function  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

7)  f(x,y)  =  Äx^y^  +  B{x^  +  y^)  ^  2Cxy  —  1=0, 
worin  die  Coefficienten  Ä^  B,  G  vor  der  Hand   noch  unbestimmt 
bleiben  mögen.     Um   zu  versuchen,  ob   die  vorstehende  Form  der 
Differentialgleichung  genügt,  geben  wir  f(x,y)  die  beiden  Gestalten: 

/=  (Äyi  +  B)x^  +  2  Cy.x  +  (By^-'l)  =  Yx^  +  2  T1X+T2, 
f  =  (Äx*  +  B)y^  +  2  Gx.y  +  (Bx^  —  l)  =  Xy^  +  2X,y  +  X2, 

worin  Z,  7i,  T^,  X,  Xi,  X2  zur  Abkürzung  dienen,  und  entwickeln 
die  beiden  partiellen  Differentialquotienten 

g  =  2(rx+r,),        |^  =  2(Xy  +  X.). 

Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  /(x^y)  =  0  folgende 
Differentialgleichung 


ho  wird 


oder 


|^d.+|d,=  0. 


(Yx  +  Yi)  dx  +  {Xy  +  Xi)dy  =  0, 


^^  Xy  +  X,^  Yx+  Yi         ' 

Die  zweite  Form  /  =  Xy^  -f  2  Xi  y  -f  Z2  =  0  giebt  ferner,  wenn 

man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 

Xy  +  Xi  =  Yxi^  —  XX2 
ebenso  die  erste  Form 

Yx+  Y,  =  Yy,^  -  YYa 

und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  substituirt,  erhält  man 

.  -  dx  dy  _  ^ 

^  VXi«  -  XX2        VYi^  —  YY2 

33* 
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als  die  Differentialgleichung,  welcher  die  in  Nro  7)  gemachte  Annahme 
genügt  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  and  9)  iden- 
tisch wären.  Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xu  Xj,  F,  Fi,  Fa  hat 
man  statt  Nro.  9)  zu  setzen 


woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differentialgleichung 

10)  ^^  +    r  ^^  =0 
Vi  +  ax^  +  hx*      VI  +  ay^  +  hy'^ 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  '  ^  —  ^2  +  0«  =  ^a,     A  =  —  5. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  CoefQcienten  hestimmen ,  etwa  ii  =  —  l), 

C  =  VJ5^  +  jB  a  +  &,  der  dritte  (J?)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung 

12)  Ax'^y^  +  J5(Äj2  +  y2)  +  2  Ca^i/  —  1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefffcienten  Ä,  B,  C  den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.  B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 
des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege. 
Sei  1  +  aaj2  -|-  6aj*  =  f(x),  so  hat  man  nach  dem  Früheren 

Xy  +  X,  =  VzT^-^Xa  =  YsYi  ^An^Hl^  x^^Äx^ 

=  VBVm, 

'bder  umgekehrt 

vm  =  ^^  und  vm  =  ^^. 

Vermöge  der  Werthe  von   X,  Zi ,    F,   Fi  findet  man  hieraus  sehr 
leicht 

d.  i.,  wenn  man  nach  Nr.  12)  1  —  Äx^y^  für  B(x^  +  y^)  +  2  G  xy 
schreibt, 
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oder  endlich,  weil  Ä  =  —  &  und  £  eine  heliehige  Gonstante  war, 

13)  .^m+im  =  Const. 

Diese  Integralgleichung  ist  für  die  Differentialgleichung  10)  dasselhe, 
was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
in  der  That  werden  heide  für  a  =  —  1,  5  =  0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der  Integration   durch   Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

äx  ,  dy 

'  •  ■  rss  ■  1.1. 

K  «O+Öl  «+«2  X^-^-Oz  X^-^-a^X^  V  «0  +  «!  y+«2  y*+«3  ^^+«4  V^ 

und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Entwicke- 
lungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 
Integration  durch  Reihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  9  (a?)  einer 
Differentialgleichung  F(pc^y^yf)  =  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurin  in  Potenzenreihen 
verwandelbare  Function  sein  wird,  imd  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  musB,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  zu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für  q>{x)  existirt, 

1)  9,(^)  =  ,,(«^)  +  9/(«,)illl»  +  «p"(;.o)^^^'+ 

wo  Xa  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F{x,y,l/y  auf  if  =  q>' {x)  reducirt,  in- 
dem wir 

t/  =  q>'{x)^fi{x,y) 

setzen,  so  führt  die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Aus- 
drücken  von  folgender  Form: 
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q>''(x)  =Mx,y),  9'"(a?)  =f^{x,y)  u-  s.  w.; 

f ür  o;  =  rro  werden  diese  Gleichungen  zu 

2)         q>'  (iTo)  =  /i  (a?o » yo) .  9"  («o)  =  /a  (a?o » ^)  «•  »•  w-. 

in  welchen  j^o  den  individuellen  Werth  de«  y  hezeichnet,  der  dem 
Werthe  aj  =  aj^  entspricht.  Durch  Suhstitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

3)      y  =  ya  +/i  («0  ,yo)  — j —  +/2  (^0 »yo)    ^  ^  g 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 

Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 
4)  9'(a;)  =  y  =  l  ^X(2f  -.x\ 

80  liefert  die  saccessive  Differentiation 

q,»(x)  =  y"  =  X(^-l)  =  X^df-X), 
<p"'(x)  =  y"'  =  A«(ä/  -  1)  =  X»(i,-x) 

u.  s.  w. , 
und  für  »  =  a?o,    y  =  ye, 

9'(aJo)  =  1  +  ^(ye  — a?o), 

u.  s.  w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

y  =  2^0  i j {x  —  Xq)  H j — ^ —  (a?— Äo)» 

oder  auch 

Xix  —  Xo)   .  A2(a?  — a;o)' 


y  =  ^  +  (,o-x.)\i  +M-=-o)^i!^z^  ^ 


•    •   •;  • 


Die  eingeklammerte   Reihe   convergirt   immer  und  läset  sich  leicht 
Summiren,  dies  giebt: 

y  =  x  +  (ye  — i»())c*<^""*o)=  X  4-  Oo  — a^)«~**«e**, 
d.  L,  wenn  der  constante  Factor  mit  C  bezeichnet  wird, 

5)  y  =  X  +  Cß**, 

was  man  auch  direct  leicht  finden  könnte. 
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Statt  der  Taylor'schen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
Laurin'schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  05©  =  0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  Aq  +  AiX  ■}-  Ä^x^ -{-  etc.  erhält;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  man 
die  für  y  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.     Sei  z.  B. 

die  gegebene  Differentialgleichung. und /(:z;)  eine  Function  von  der 
Form  «0  +  öl  ^  +  öl  a?*  -|-  etc.,  so  giebt  die  Annahme 

7)  y  =z  Ä  -\-  Äix  -\-  A^x^  +  A^x»  -f  .  .  .  • 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

lAi+A^  +  {2Ai  +  2AAi)x  +  {SA^  +  2AA3+  Ai^)x^  +  ••. 

=        öo4"         öl«  +  02  a?*   +'••'» 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x^,  x^,  x^  u.  s.  w.  die- 
selben CoefElcienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  Ai=ao  —  A^    Ai  =  l(ai'—2aoA-{-2A^vL.  B.w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A,  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung ,  dass  die  der  Differentialgleichung  F(x ,  y  ,  y)  =  0  genü- 
gende Function  y  =  q)(x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  A^  4~  -^i  ^ 
-{^  AfX^  -{-  etc.  verwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  An- 
nahme.    Ist  z.  B. 

9)  3/ =  2  —  ^ 

^  X  . 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differential- 
gleichung, so  führt  die  Supposition  y  z=  Aq  -^  AiX  -{-  ^2  ^^  +  ®^^ 
zu  der  Gleichung 

^1  -f  2-4,0?  +  SA^x^  ^ 

=r  2  —  —  —  Ai  —  A2X  —  A^x^  — ..••j 

X 

wdche  nur  durch  die  Werthe  ^lo  =  0,  -4i  =  1,  ^2  =  -^s •  •  '•  =  0 
KU  befriedigen  ist.  Dies  giebt  y  ==:  x,  d.  h.  ein  particuläres  Ih- 
tagraly  weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.     Um  dass  all* 


520  Cap.  XVIL  §.  110.    Integration  durch  Reihen. 

gemeine  Integral  zu   finden,    machen  wir  die  allgemeinere  Vorans- 
Betzung 

lÖ)  y  =  Axf^  +i4ia;^+i  -f  il2iö"  +  2+  ••••, 

welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

^4ä"-14-  0*+  1)  ^1«"+  (fA+2)il2a^  +  i  +  .... 
=  2  —  ilai^-i—  AiXl*—  A^xf^^^  —  .... 
üdeser  kann  man  durch  ft  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

A 
;•+  A^  +  2-^30;  +  2A^x'^  •\ 

=  2 ^  —  A^  —  AiX  —  -44a;*  —  ••••, 

x^         X 

und  es  folgen  daraus  fär  Ai,  J.2,  Az  etc.  die  Werthe: 

^1=0,       jlj  =  1 »       -^3  =  ul^  •  •  •  =  0 

während  A  unhestimmt  bleibt.     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

11)  y  =  ^  +  x. 

Der  allgemeineren  Yoraussetzung  10)  wird  man  sieh  überhanpt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  .Potenzenreibe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Yortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Verwandlung  in 
eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  während  sie, 
als  Quotient  zweier  Reiben  betrachtet,  viel  weniger  complicirt  er- 
scheint.    So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

tan  X  =  AiX  +  AsX^  +  A^x^  +  • "  • 

die  Grössen  Ai,  A^,  ^5, . . ..  von  sehr  verwickelter  Zusammensetzung, 
während  die  Coefficienten  in 

sinx       5i  rr  —  hgX^  A-h^x^  —  •  •  • 
tanx  =  — 


cosx        Oq  —  a2X^-\-a^x^ — •••• 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tanx  für 
alle  Xf  die  erste  dagegen  nur  für  solchem;  gilt,  welche  zwischen — \k 
und  +  1^  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretende  Ver- 
fahren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Differential- 
gleichung 

12)  y  +  y2  =  Aa? 


Cap.  XVII.  §.  110.    Integration  durch  Reihen.         521 

behandeln,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  bieten  und ,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  übersehbarem 
Bildungsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  (p  (x)  uud  ^  (x) 
zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen 

13)  y  =  ^\ 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über 

^'(x)        ip(xy-q>(x)t'(x)  _ 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  q)(x)  =  ^'(ic)  setzen;  wir  er- 
halten nämlich: 

^^  =  kx  oder  *"(aj)  =  AÄ;^(a;). 

W[X) 
Die  weitere  Annahme 

^(x)  =  Aq  +  AiX  +  -^2  ^*  +  ^3^^  + . .  •• 
giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2Ä-2  +  2.ZAzX  +  3.4^a;2  +  l.hAf^x^  -\ 

=  ilo  Aa:  4-  A\Xx'^  +  A^^x^  -| — ••, 
und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 

A^  =  Aft  -=  A^  =  All  •  •  •  =  0, 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  Aq 
und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

_       ,    ,    AicV       A^a;«       ,  A8a;9 

^  2.3  ^  2.3.5.6  ^  2.3.5.6.8.9      •       ' 

^  .    ^^*    ,       A2aj7       ,  A»a;io 

^  3.4  ^  3.4.6.7  ^  3.4.6.7.9.10  ^ 

wo  27  und  V  die  Summen    zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 

Bind,  so  haben  wir 

iif{x)  =  A^U  +  AxY 

*'(aj)=  Air+  Air 

und  der  Werth  von  y  =  q>(x):f(x)  =  ^' {x)',iIj {x)  ist: 


^     A 

1                ^* 

A                  ^' 

'^        2.3.5.6' 
1    -        ^' 

"        2.3.5.6.8.9' 
1                    ^' 

"         3.4.6.7' 

"'"       3.4.6.7.9.10' 
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_Äoü'  +  Äir 

oder  endlich,  wenn  der  Qcotient  Äi :  A^  mit  C  beseichnet  wird, 

,..  ir  +  er 

^  ^       u+  cv 

Auf  die  allgemeinere  sogenannte  Riccati'sche  GleichuDg 
Iftast  rieh  dasselbe  Verfahren  mit  gleichem  Katzen  anwenden. 


Oap.  XVIII. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 

zwei  Variabelen. 

§.  111. 

^^i^Terentialgleichungen  zweiter  Ordnung;  einfachste  Formen. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Ya« 
Abelen  x  und  y  hat  im  Allgemeinen  die  Form : 

^er,  auf  den  zweiten  Differentialquotienten  reducirt, 

nad  die  Aufgabe,  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  besthnmen. 
Dei^Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  yer- 
deutlichen,  wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  Curvenpunktes,  mithin  -p  als    die  Tangente 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  äs  mit  der  Abscissenachse 

bildet,  nnd  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  ^-^  einen 

jf  . 

bastimmtea  Werth  erhält,  sobald  rr,  ^,  und  -r^  gegeben  sind;  die 

ax 

Constmotion  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 

Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  ai^^o  ^^t  wähle  den  ent- 

qpirediend«n  Werth  von  ^  =  ^  gleichfalls  willkürlich,  etwa  =  ffo'f 
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und  berechne  den   zugehörigen  Werth  von  -j-^  =^  y ,  welcher  j^" 

heissen  möge ;  ist  nun  y  =^  9  (^)  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
so  gelten  für  unendlich  kleine  8  die  Beziehungen 

q>{x-^8)  —  q>{x)  _ 
T =  9  W, 


ip{x-^2S)  ~  2q>{x^S)  +  q>{x)  _     ^^ 

uder 

q)(x+8)  =  (p(x)  +  dq)^(x), 
q>(x  +  2d)z=  2(p(x  +  S)  —  q)  (x)  +  d^  q)"  (x) 
und  sie  dienen,  um  aus  9(a:),  q>'(x),  q>"{x)  der  Reihe  nach  q>{x-\-^ 
und  q>{x  '\-2S)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  für  o?  =  a:©  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  x^^ 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  Xiyi  und  x^f% 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

a?i  =  a^  -f  i,        a^  =  aj^  -f  2  *, 
und  die  Ordinaten: 

yi  =  yo  +  yo'*.     y«  =  —  yo  +  2yi  +yo''**. 

Betrachtet  man  jetzt  x^y^  9la  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  a^ys»  x^y^  bestimmen  u.  s.  w.    Man  er- 
sieht aus  dieser  Gonstruction,  dass  die  gegebene  Differentialgleichimg 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleidi- 
artigen  Gurven  enthält ;  sie  bestimmt  jede  dieser  Gurren  vollständig, 
sobald  ein  Punkt  a^oyo  der  letzteren  und  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte,  d.  h.  y^   gegeben  oder  willkürlich   angenommen 
ist.     Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Besümmunjjr^  von 
y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationsconstanten.     Dies  ist  aach 
analytisch  leicht  einzusehen.     £ine  Gleichung  zwischen  x^  y,  y,y' 
würde  durch  einmalige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischen  x,  y,  y\ 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung   werden,  welche 
nach  den  früheren  Methoden  zu  integriren  ist ;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen ,  deren  jede  eine  willkürliche  Con- 
stante  mit  sich  bringt,  und  demnach  muss  das  gesuchte  y  von  der 
Form   9'(a;,0, Ci)  sein*).     Diese   Bemerkung    deutet   zugleich    den 


*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptang  in  dem  Falle ,  wo 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  iweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrals  das  singulare  Integral  nimmt.    In  jedem  speciellen 
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Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  Differentialgleicliimgen  zweiter 
Ordnung  meistentheils  eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den 
nachherigen  Beispielen  sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differential- 
gleichung 2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
fahrbar ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro  2)  enthalte  x  allein 
sei  kurz  f(x)  =  X,  mithin 

^^  dx^  —  ^ 

df/ 

Die  Gleichung  ist  identisch  mit  -^  =  X,  woraus* 

ax 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht 

y  =  jdx  jXdx  -^  Cx  -\-  Gl. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration 

/  xXdx  •=  x  j  Xdx  —  I  dx  I  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  =  x  fxd'x  —  ixXdx  +  Ca?  +  Oi. 

Zweite  Form.  Der  zweite  Differentialquotient  von  y  sei  als 
Function  von  y  allein  gegeben,  nämlich, 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 

d^ d^dy dy'  , 

dx        dy   dx        dy 
eintreten  l|g^,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


Falle  lassen  sich  die  &o  entstehenden  singulären  Integrale  der  Differential- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln ,  indem  man  bei 
der  betreffenden  Integration  die*Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
gulären Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y'  -^  =  T  oder  ydff  =  Tay 

dM  Yariabelen  gesondert     Das  erste  Integral  der  Gleichung  6)  U 
daher 

|y  2  =  Omsk  -\rfYdy  oder  y  —V  G  +  2/Ydy. 

Yermöge  des  Werthes  von  y^  erhält  man  daraas 

VG  +  2/Ydy 
nnd  durch  nochmalige  Integration 

6)  «  =  f-jr ££= +  C. 

J  YC+2/¥dy 

Ein  für  spätere. Unter suchnngen  nicht  unwichtiges  Beisjnel  bil- 
det die  Differentialgleichung 

Hier  ist  2/Tdy  =  k^y^,  mithin  das  vollständige  Integral 

Um  auf  y  zu  reduciren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 
and  qoadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Factoren 

setzt,  wo  nnn  A  und  ^  ebenso  willkflrliche  Constanten  wie  früher 
0  und  Gl  sind, 

8)  y  =  ile**  +  5e-**. 

Ist  dagegen  die  Differentialgleichung  gegeben 

Ü  «AIH  man  2/rdy  =  —  ^«y»;  femer 

'      ^y        •   ^        1        .    ^y    .   ^-i 

,/  +  üi  =  rr  arcstn  -7^  4-  tt, 

■fftdirt 
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,  wenn  man  auflöst  und  die  Constanten  findert, 

y  =  Äi  coskx  +  J?i  sinhx, 

B8  Kesoltat  hätte  sich  übrigens  aus  dem  vorigen  dadurch  herleiten 

n,  dass  man  k  V —  1  =  Ä;t  an  die  Stelle  von  k  treten  liess,  die 
;hung 

tzte  und  zuletzt  -4.  -|-  B  =  Ai^  (Ä  —  B)  i  =  Bi  setzte*). 

Dritte   Form.      Die  Differentialgleichung    enthalte   nur   den 
n  und  zweiten  Differentialquotienten    der  Unbekannten,  es  sei 


dx^' 


er  zweiten  Gestalt  sind  die  Yariabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich 


")  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichung 

sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Glei- 
S 

3P  =  «y  +  ^«  +  c 

skführen.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt: 

f/'  z=z  ay  -\-  bx  •{-  c 
differenzirt  zweimal,  so  wird: 

9  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei 
iven  a  =  +  Ä*: 

bei  negativen  a  =  —  *'*: 

y"  ssz  Ai coskx  -^  Bi sinkx. 
irerseits  folgt  aus  y"  =  ay+^^  +  c  umgekehrt; 

y"  —  hx  —  c 

indem  man  den  Werth  von  y^'  substituirt,  ergiebt  sich  y.  —  Wäre 
jleichang  allgemeiner  y"  z=i  ay  •\'  V  (x)^  so  würde  dieser  Kunstgriff 
s  helfen,  sondern   ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
113  auseinandergesetzt  ist. 
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Um  ferner  y  zu  finden,  hat  man 

13)        dy  =  ifAx  =  y'j^y  folglich  y  =  f^  +  0,. 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  x  und  y  ausgedrückt 
durch  die  dritte  Yariabele  f/;  eliminirt  man  diese  aus  beiden  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x,  y^  C,  0%  übrig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  führt  z.B.  das  geometri- 
sche Problem:  ans  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser q  eines  €urvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Winkel 
r,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinatenachse 
bildet,  die  Gleichung  der  Gurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ab- 
zuleiten.    Ist  nämlich  q  =  F{t)   die  gegebene  Beziehung,  so  hat 

8 

wegen  tanz  =  yf  und  (>  =  (1  -|-^*)S  :yf' 


oder  umgekehrt: 


^    y     ■  =  Fiarctant/), 


F{arctanffy 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

^F{arctanf/) 


3     '»»'   +    Cf, 

(1  +  y")* 


«/      (1  +  y«)ä 

Betrachtet  man  nicht  y,  sondern  arctani/  =  r  als  unabhängige  Va- 
'    riabele,  setzt  also  ff  =  tonr,  so  gewinnen  die  obigen  Gleichungen 
die  symmetrische  Gestalt: 

X  =  I  F{x)coszdt  -|-  A^ 

14)  7 

und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  r  diminiren. 
Für  Q  =  ksecr  z.  B.  ergiebt  sich  a?  =  Ä;r  -f  Ä,  y  =  klsecx-^-I^ 
oder: 
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y  —  B  =  hlsec  — ; — 

1b  Gleichung  der  gesuchten  Gurve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist :  die  Gleichung  einer  Gurve  in  recht- 
winkligen Goordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ib  gerechnete  Bogen  s  eine  gegebene  Function  des  Winkels  t  sein 
K>11,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  o;- Achse 
»inschliesst.     Aus  der  gegebenen  Gleichung  s  =  9(r)  folgt  hier 

□Qithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
qp'  ersetzt,  nämlich 


15) 


oj  =  /  ^f{;t)cosxd%  +  Ay 
y  =:  j  q>\t)sinTdx  +  -B. 


Beispielsweise  erhält  man  für  s  =  4  A;  cos  t : 

«  —  -4.  =  Ä;(2r  —  $m2r),     y  —  5  =  —  kcos2tt 

und  wenn  man  2r  =  cö,  a;  —  Ä  =  ^j  B  —  y  =^  V setzt,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Gurve  eine  Gy- 
oloide  mit  Je  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist. 


§.  112. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.     In  der   Dififerentialgleichung  mögen  nur  o?, 

•T^  und  rr-^  vorkommen,  sie  sei  also; 
dx  dx^ 

1,  g=/(.,|).d„^-=/(..y> 

Siebt  man  ihr  die  Gestalt 

10  enthält  sie  nur  die  beiden  Yariabelen  x  und  y'  und  ist  in  Bezie- 
umg  auf  2/  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
laraus  y'  und  zwar  in  der  Form 

« 

SohlOmilch,  Analysis.   I.  .  . 

ö4 
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3)  y'  =:  -^  =  q)(x)y  mithin  y  =  J  (p(x)dx-\-  Const, 

Dieses  Yerfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  dii  ||| 
Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  Torg& 
schriebene  Function  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  q  =  i'{%) 
Die  Differentialgleichung  lautet  hier: 

-?? =  VW, 

oder,  auf  y"  reducirt, 

dx  if  (x)    ' 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Variabelen  giebi 

'dt/        __    dx 
(1  +  ^2)1  ~  i^(x) 

Durch  Integration  folgt  hieraus 


+  G=X+C, 


wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nun  weiter 

e?y  X  +  C 

dx       Vi  —  (x+0)2' 

also  bei  nochmaliger  Integration 

r        X+C  ;,      .    r 

y  =      -, — dx  ■+■  Gl. 

"   J  y  1  —  (X  +  cy 


(x+o» 

So  liefert  z.  B.  ^  =  —  folgende  Werthe: 


a;2 


_,              i^  /  Gx  —  a  ,      .    ^ 

A  = ,         y  =  /  ,/  dx  4-  Ci\ 


a 

a  

X  •  ^  ""c/  V"a;2  ~  {Gx  —  d)^ 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  verschie- 
dene Curven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Gonstante  der  Einheit 
gleich^  oder  kleiner  oder  grösser  wählt  Im  ersten  Falle  erhält  man 
eine  algebraische  Cur\'e,  nämlich 


y 


-•|(^-2a)]/i^+Q; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten  Falle 
hängt  sie  von  der  Function  aresin  ab. 
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Fünfte  Form.     Die  gegebene  Diiferentialgleichang  enthalte 

dy  d^  y 
rar  V,  -=-,  -jr-r  nach  dem  Schema 
^    dx  dx^ 

Lässt  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

dy'        d£  dy        di/    ^ 
dx        dy  dx        dy 

an  die  Stelle  von  y''  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Ge* 
stalt  an: 

ond  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei* 
den  Variabelen  y  und  y' ;  man  findet  daraus 

mithin  bei  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration 

7)  xz^  f-^-t  +  Conet. 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  s*  &.  das  geometrische  Problem 
lösen:  die  Gurve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  ^  =  ^  iy)^ 
Die  Dififerentialgleichang  lautet  nämlich 

^      /       —  *W  oder  y  =^       ^(y) 

Tormell  übereinstimmend  mit  Nro.  4).     Nach  dem  angezeigten  Yer- 
QEihren  wird 

^d^      _    c?y 

lud  durch  Integration 

v^o  Y  zur  Abkürzung  dient.     Der  Werth  von  y  ist  jetzt 

/  _  \^i  -  (r+  Cf)^  ^  dl 

^  ~  r  -f  C  da?* 

riithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curves 
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4-  G 


*=/v^ 


<Jy  +  Ol. 


Das  Kesultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  ^el 
Aehnlichkeit;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  Te^ 
schieden,  da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Gurven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  ft  jenes  Yerhält- 
niss  ist, 

oder 

Die  Substitution  |^'  =  y'  -^  giebt  bri  Sonderung  der  Variabelen 


If 


t 


]% 


y'H    _  „  dy 


ferner  durch  Integration,   wenn  die  Gonstante  mit  i^lh  bezeichnet 
wird, 


endlich: 


.,0+y,  =  „(!),  y=v7^ 


'  =  '^fvs^  +  ''- 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht ,  däss  die  Gurve  för  |i 
=  —  1  ein  Kreis,  für  fi  =  -|-  1  eine  Kettenlinie,  für  fi  =  —  |  eine 
Gydoide  und  für  /t  =  -|-*  }  ^^  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Gurren,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  in  constantem 
Yerh&ltnisse  zur  Polamormale  (P  W  in  Fig.  26  auf  S.  102)  steht. 
Bezeichnet  wieder  1 :  fi  das  gegebene  YerhaÜniss,  so  ist  die  zu  inte- 
grireudo  Differentialgleichung 


i : 1 —  V  r-   4-   f'^ 


oder 
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rr"  ^  (1— fi)r2  -|-  (2-f4)A 


!>ie  SubBtitution 


dU  '"  dr 


jiebt 

Diese  GldichuDg  ist  homogen;  wir  setzen  daher 

r' 

—  =  t4  oder  r'  =^  ru 

r 


«iroraus  folgt 


Darch  Sonderung  der  Yariabelen  und  Integration  findet  sich 

1  +  1*2  =  Cr^-^f* 
6L  u  vermöge  des  Werthes  von  u 


+  Ti  im)'  =  «'-''• 


Kach  wiederholter  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration  folgt 

dr  ^ 


/; 


worin  y  die  willkürliche  Constante  bedeutet  Mit  Hülfe  der  Substi- 
tution Cr^~^f*  =  1  -\-  v^  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  aus- 
zufahren; setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  fi  —  l  =  m,  so  erhält  man 

ardanv  =  ö  —  y 

m 

und  schliesslich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Gurve 

r»»  =  a^  cosm  (Ö  —  y), 

wobei  a^  für  C  geschrieben  wurde.  Im  Falle  (i  =  2  ist  die  Curve 
ein  Kreis,  f ür  ft  =  3  eine  Lemniscate,  für  f^  =  |  eine  Gardioide. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene '  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Gurve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  £ndpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind« 
Rechnen  wir  den  Bogen  s  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Absoisse  Xq 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 :  fi  das  Verhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 

*0 


j; 
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aus  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  Bedncticm  auf  3^ 

und  mittelst  der  för  jf  angegebenen  Subetitotion 

Die  Sonderung  der  Yariabelen  giebt  weiter 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  IntegrationsconstanU 
mit  —  (1  — fA)Z5  bezeichnet  wird, 

oder: 

'(T^)^'(fn 

Der  Werth  von  y,  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach: 

\f_  y""^  dy 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 

'  =uv({r'~^ + - 

Die  Integrationsconstanteu  a  und  &  bestimmen  sich  im  speciellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s  =  0  werden  muss,  wenn  x 
gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  f ür  /x  =  |  algebraisch  und  zwar: 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent. 


(x^ay=i 


§.  113. 
Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Unter   einer  linearen   Differentialgleichung   versteht    man  wie 
früher   eine  solche,  in  der  sowohl  y    als  die  Differentialquotienten 
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cjr  Function  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  demnach  ist 
Gleichung 

5^  +  ^^  5^  +   ^«^  -  ^' 

in  Xi,  X3  und  X  als  Functionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Dung. 

Wir  betrachten  vorläufig  den  speciellen  Fall,  wo  X  =  0  ist; 
einfachere  Gleichung 

dann  die  redncirte  Differentialgleichung  heissen. 
Kennt  man    zwei  von   einander  verschiedene  particuläre  Inte- 
e  derselben,  etwa  yi  und  y^,  so  ist  für  diese  gleichzeitig 

d^Vi   I    TT  dy»   ,    „      _ 

wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constan- 
Ci,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Constanten  C.^ 
/iplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Producte  in  folgender 
n  darstellen 

dx'^  "^  ^  dx 

+  X2  (C,z/i  +  022(2)  =  0. 
Vergleich  mit  Nro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

y  =  C^yi  +  ^32^3 
falls  die  Differentialgleichung  1)  befriedigt;  er  enthält  aber  zwei 
:ürliche  Constanten,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  von 

1).  Mit*  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
culären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sich 
a  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  —  Diese 
d  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  ^2  =  yi  ist;  dann  wird  nämlich 

(Gl  -\-  02)^1,  und  da  hier  Gi  +  G^  eine  einzige  willkürliche 
tante  ausmacht,  so  hat  man  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 

man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kann,  werden  die  folgenden 
>iele  zeigen« 

1 
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I.    Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §.  111  versuchen  wir,  ob  die 
Exponentialgrösse 

4)  y  =  e*', 

worin  X  einen  vorläufig  unbestimmten  constanten  Factor  bedeutet, 
der  Gleichung  3)  genügen  kann.  Die  Substitution  von  4)  in  3) 
giebt  nun 

(A2  +  aA  +  b)c**  =  0, 
und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x  richtig,  wenn  für  X  eine  Wnrzel 
der  quadratischen  Gleichung 

5)  A«  +  aA  +  b  =  0 

genommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit  Ai  und  A^,  so  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale 

yi  =  c*i*,     y^  =::  c*«*, 

welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind.  Das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 

j  Ai=J(-a4-Va«-45).    A,  =  i(-.a-Va^^4b). 

Um  den  AusnahmefaU  Ai  =  A,  zu  ^utiren,  bezeichnen  wir 
die  Differenz  A^  —  Aj  mit  A,  woraus  A^  =  Ai  4~  ^  folgt,  und  haben 
unter  der  Benutzung  der  Exponentialreihe 

setzes  wir  sock 

Ol  +  Ci=  C.     CiÄ=  C. 
oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

C  C 

Ci  =  C  —  -j-,      C^crr-g-, 

80  haben  wir  auch 

7)         y  =  A'(C+crx  +  icr»x  +  |c««x34-...). 

Für  A  =  0  wird  A^  =  A^  und  wenn  man  den  neuen  Constanten 
C  und  (f  irgend  welche  endliche  Werthe  beil^rt,  so  werden  zwar  die 
früheren  Constanten  Q  und  C^  unendlich  gross,  aber  dies  hindert 
die  Kechnung  nicht,  da  Ci  und  C^  jeden  beliebigen  Werth  haben 
können.     Aus  Nro.  7)  folgt  nun  für  A  =  0 
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8)  y  =  ^'(G+crxl 

und  dieses  Integral  der  Gleichung  3)  ist  allgemein. 

Wenn  die  quadratische  Hülfsgleicbung  5)  zwei  complexe  Wurzeln 
Aj  =  ff  -|-  iß^    Aj  =  a  —  iß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  in 

y  =  Ci€^'(cosßx-\-isinßx)  -{-  Gi€^'(cosßx — ismßx)\ 
für  (7i  -|-  Q  =  il  und  i(Ci  —  C^)  =  B  wird  hieraus 

9)  y  =  e^'^^Acosßx  -\-  Bsinßx). 

Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt 
II.    Die  Differentialgleichung 

lässt  sich  nach  einem   ähnlichen  Verfahren  integriren.      Setzt  man 
nämlich  versuchsweis 

11)  y  =  a^, 
so  erhält  man 

[^(fi  -  1)  -}-  aft  +  b]rB^-«  =  b, 

und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  für  \t>  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  ft«  +  (a  — l)f*  +  ^  =  0 

genommen  wird.     Nennen  wir  fti  und  fi^  diese  beiden  Wurzeln,  so 
sind  nadi  Nro.  11) 

yi  =  a^i  und  ya  =  xf^* 

zwei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  10),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y  =  Cia^i  4-  Cja^«. 

Um  den  Ausnahmefall  fi^  =  ^(2  zu  erörtern,  setzen  wir  wie  frü- 
her fij  =  fii  +  ^  luid  erhalten 
y  =  a^i(Ci  +  Cie<^'*) 
=  as^ifCi  +  G^-\'aj8lx^  \G^8^(lxy  +  • ..] 

oder»  wenn  neue  Constanten  C  und  O  mittelst  der  Gleichungen 

Ol  =  C7-y,    C;3  =  j 

eingeführt  werden, 

y  =  as"i[Cf 4.  (7^2?  + ICa^a;)« +  ...]. 
Für  ö  =  0  wird  /Xi  =  f*2  iiud 

14)  y  =  aa"i(C4-C7?a;). 
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Sind  endlich  fii  und  ft^  complexe  Zahlen,  etwa 
Hi  —  a  +  iß,    ^  =  a  --  t^, 
so  geht  die  Gleichung  13)  üher  in 

y=GiX^[co8(ßlx)  4-  i8m(ßlx)]  +  C^xl^lcosißlx)  —  istn(ßlx)l 
oder,  wenn  d  •{-  C%  =  Ä,  i(Ci  —  C2)  =  B  gesetzt  wird, 
15)  y  —  ie«lAco$(ßlx)  +  Bsin{ßlx)l 

§.  114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  particulären 

Integralen. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  yi  und  yi  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differential- 
gleichung 

bezeichnen,  so  dass 

2)  y  =  C,s^,  +  Ciy^ 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt.  Da  ^1  und  y^  eine  und 
dieselbe  Gleichung  1)  befriedigen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  zwi- 
schen y\  und  y^  ein  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

£&  sei  Y  eine  bekannte  Function ,  welche  die  Di£P<^entia]gl6i- 
chung  befriedigt,  d.  h.  ein  particuläres  Integral  derselben,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Yz  habe,  wo  e  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  X  ist.  Die  Substitution  y  =  Yß  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chung 1)  die  folgende 

dx*  dx  dx        dx* 

oder  in  anderer  Anordnung 
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nacb  der  gemachten  Yoraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  e  und  es  bleibt,  wenn  der  Differentialquotient  von  z  mit  if  be- 
zeichnet wird, 

Diese  Differentialgleichung  kann  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich: 


lif  =  —  2lY  —  JXidx, 
femer  durch  Rückgang  auf  z'  und  z 

if  —  J-  e-Ai<*' 


z 


Pdx 


,— /jTid» 


Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  particulären 
Integrale  yi  und  p^  in  die  Formel  2),  so  ist 

3)  y  =  Y  \g,  +  C,  f^  e-f^^^'l 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particulären  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Kegel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

*^  dx^  ^  X  dx  ^      ^         '  ' 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales: 
y  z==  Ao  -\-  AiX  +  -42^2  -j-  AjiX^  +  ••••» 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 

3Al  ^  (6^  -f.  Jc^Ao)  +  (12  As  +  k^Ai)x 

X 

aus  dieser  ergeben  sich  fiir  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 
jli  =  0 ,    ^3  ==  —  --. ,   ^3  =  0,    Ai  =z  -\- 


6  '       ^  '       *         ^6.20' 
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und  es  ist  daher : 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

Dieser  Ausdruck  läset  vermuthen,  dass 

Ao  sinhx       ,    .  -    ,       ^        sinkx 

«  =  -r-  • und  einfacher  Y  = 

^         k        X  X 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  hestätigt,  wenn  man  Y  für  y  in  Nro.  4)  substituirt 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 

sinkx  {^    .    ^     r  x^dx     _,,^/ 

sinkx  (^        ^  cotkx] 

oder  endlich,  indem  man  C/2  =  —  C^k  setzt: 
^.  G^coskx  4"  Gl  sinkx 

5)  y  = 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

und  hypothetisch: 

y  =  ilo  -|-  AiX  +  ^2^?'  +  -^3«'  + 

Durch  Substitution  V  dieses  Wei'thes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
A^^A'i^A^  etc.  leicht,  Aq  und  Ai  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

4-  A,  ja.  +  b'+  O  *'  +  27176  *'  +  -f 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Keihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe^  der  Diffe- 
rentialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden ;  die 
Formel  3)  giebt  nun: 

7)  y_^ei''jc,  +  C,/'^e-"j. 
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§.  115, 
Die  Variation  der  Constanten, 

Um  die  allgemeine  Dififerentialgleichong 

zu  integriren,  gehen  wir  von  der  Yermuthung  auB,  dass  ihr  Integral 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  das  Integral  der  reducirten  Dif- 
ferentialgleichung 

2)  S  +  ^'5f  +  ^'^  =  «' 

wir  versachen  daher,  oh  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 

3)  y  =  <*iyi  +  ^y-i 

hefriedigt  wird ,  wenn  yi  und  y.2  ^i^  heiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  Ui^  u^  zwei  unbekannte 
Functionen  von  x  bezeichnen. 
Aus  Nro.  3)  folgt  zunächst 

dx  dx  dx 

dui  dtiQ 

dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  Ui  und  ti2  ^^^  Bedingung 

unterworfen  werden;  es  bleibt  nämlich 

dx  dx  dx 

Wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y,  y*  und  \f^  in  die  Gleichung  1);  dadurch  nimmt  letz- 
tere  die  folgende  Form  an: 

dy^  dui^        dy^  duj  __  ^ 
dx    dx         dx    dx  ** 
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Der  Yoranssetzung  nach  genügten  pi  und  y^  der  Differentialgleichung 
2),  daher  verschwinden  die  mit  Ui  und  u^  multiplicirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  für  Ui  und  t^  bleibt 
.N  äyi  dui    .    dyt  du^ 

^^  ^"^  +  57^=^- 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man: 

dui  Xy2 


dx  dyi  dy^ 


duq  Xyx 


dx  dy^  dyi ' 


oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  einer  gebrochenen 
Function  —  mit  1  —     bezeichnet. 


q  Lq 

dui  X         dUi  X 


».fef '.fei 


dx 

Durch  Integration  folgen  hieraus   die  Werthe  von  Ui  und  tf;, 
nach  Formel  3)  endlich  ist 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  8). 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 
so  sind 

cos  lex       .  sin  Je  x 

Vi  =  -— —  und  y2  =  ——• 

X  X 

die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 

8)  y  = jCi — -  I  Xsinkxdxi-] 1^^"^~T  /  ^^^^^dx\ 

als  allgemeines  Integral  von  Nro.  7). 
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Beispiel  2.     Die  gegebene  Dififerentialgleichung  sei 

ax^        X  ax       x^ 
mithin  die  ents^n-echende  redacirte  Gleichung 

d'^y        1  dy    ,     1 

Als  particuläres  Integral  derselben  findet  man  x  und  als  allge- 
meines CiOJ  +  C^xlXy  mithin  yi  ^=:  x,  y%  =  xlx  und  nach  For- 
mel 6) 

10)  y  =  a?  jCi  —  fxXlxdx]  +  xlx  jCs  +  f  Xdx\ 

als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  9). 


§.  116. 
Homogene  DifTerentialgleichiuigen  zweiter  Ordnung. 

^Eine   Differentialgleichung    zweiter  Ordnung   wird    homogen 
genannt,  wenn  sie  unter  der  Form 

^  dx^  \dx  xj 

enthalten  ist,  wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  werden  möge. 

Um  sie  zu  integriren,  benutzen  wir  die  Substitution 

3)  -  =  ^  oder  y  =  xt 

X 

nnd  erhalten  zunächst  aus  Nr.  1)  mit  Rücksicht  auf  Nr.  2) 

4^  „-EMI 

4)  3  -  -^- 

Einerseits  ist  nun  durch  Differentiation  von  y  =  xt 
5)  dy  =^  tdx  4-  ^^^ 

andererseits  hat  man  (nach  Nr.  2)  dy  =^  pdx  mithin  durch  Ver- 
gleichung  beider  Ausdrücke  von  dy 
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dx  _     dt 
X        p  —  t 

Femer  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  dp  =  g^dx  durch  Sabstitutioil 
des  Werthea  von  q  aus  Nr.  4) 

_  F(p,t)  .         .       dx  dp 

dp  r=  — ü-^  dx    oder    —  = 


X  X         F(p,t) 

dx 
Die  Gleichsetzung  der  beiden  für  —  erhaltenen  Ausdrücke  führt  za 

X 

folgender,  zwischen  p  und  t  bestehender  Differentialgleichung 
..  äp_  Fip,t) 

^  dt~p—V 

die  man  auf  irgend  eine  Art  zu  integriren  suchen  muss.    Hierbei 
können  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 

Wenn   man  durch  Integration  der  Differentialgleichung  7)  zu 
einem  Resultate  von  der  Form 

8)  I)=9.(0d.  i.|^  =  9)(0 

gelangt  ist,  so  hat  man  zufolge  des  in  Nr.  5)  angegebenen  Werthes 
von  dy 

diese  neue  Differentialgleichung  giebt  durch  Integration 

worin  nach  ausgeführter  Integration  nur  noch  ^  =  —  zu  setzen  ist 

Lässt  sich  das  Integral  der  Differentialgleichung  7)  nicht  in 
der  Form  8)|  wohl  aber  in  der  umgekehrten  Form 

10)  /  =  i^{p) 
darstellen,  so  ist  nach  Nr.  6) 

«      p—iip)      \p  —  i'{p)      p  —  i^ip)i  ^ 

mithin  durch  Integration 

worana  x  als  Function  von  p,  etwa 

11)  '(  —  Zip) 
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entnommen  werden  kann.    Femer  ist  y  =  d;i  d.  h. 
12)  y  =  xt(p% 

nnd  wenn  nun  p  aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  eliminirt  wird, 
so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung. 

Als  beachtenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall  hervorzuheben, 
wo  die  Gleichung  1)  die  Form  hat 

Die  Differentialgleichung  7)    wird  ^  dann   homogen  und   lässt  sich 
mittelst  der  gewohnlichen  Substitution 

^  =z  u  oder  p  =  tu 

V 

integriren.     Man  erhält  zunächst 

dt (u  —  l)du 

t        f(u)  -\-u  —  «*' 

und  durch  Integration  und  Substitution  von  f  =  — 

X 

Ferner  ist  nach  Nr.  6)  und  dem  Vorigen 

dx  1  dt  1  (14  —  l)du 


T 


Und  durch  Integration 

du 


Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  14),  so  folgt 
i^x  -     T  Ti    •     r    (w  —  l)du 

die  beiden  letzten  Gleichungen,  aus  denen  möglicherweise  u  eliminirt 
werden  kann,  enthalten  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe. 

Beispiel  1.     Die  Differentialgleichung  sei 

")      »e=«(!)'-ig+(a)' 


oder 


^a  = ^ ^5 
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der  Gleioliimg  7)  entspriclit  dann  die  homogene  Differentialgleichiiiig 

dp  _  t^\t) 

dt  p  _  ' 

'i 
als  deren  Integral  sich  ergiebt 

p  =  «  +  «VC  +  2aU. 
Nach  Nr.  9)  ist  non 


(9=A 


dt  VC+  2ult 


VC+  2alt  « 

oder  zufolge  dea  Werfches  von  t  und  für  Zc  =  —  (J 

führt  man  statt  der  Constanten  C  und  Ci  awei  neue  Gonstanten  A 
und  B  ein  mittelst  der  Gleichungen 

2a  '       *  ' 

so  erhält  man  als  Integral  von  Nr.  17) 
18)  ly  =  Ä  -{-  Blx  +  laQxy. 

Beispiel  2.     Der  Differentialgleichung  17)  ähnlich  aber  etwas 
allgemeiner  ist  die  folgende 

deren  Integpration  genau  in  derselben  Weise  bewirkt  werden  kann 
Im  Fall  ß  -\-  l  von  Null  verschieden  ist,  erhält  man 

20)  ly  =  Ä  +  Bx'+ß  -  Y^  ^^'  '^  <  ■"  ^' 

für  /J  =  —  1  dagegen  kommt  man  auf  das  vorige  Beispiel  zurück. 
Beispiel  3.     Handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Diflferen- 
tialgleichung 

-)     »s = «(0* + "  i-'£ + '  m- 

worin  y  ^  \  sein  möge,  so  hat  man  die  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  der  Ausdruck 

«(1  -  y)  +  i(i  +  ^)» 

positiv,  Null  oder  negativ  ist.      Im  ersten  Falle  sei  zur  Abkürzung 
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A  =  V«(l  -y)  +  ja  +  ß)'; 

als  Integral  von  Nr.  21)  ergiebt  sich  dann 

22)  y  =  x^^'^\Aix^  +  Bsr-^). 
Im  zweiten  Falle  findet  man 

23)  y  =  Ä^^'^'^(^  +  Blx\  A  =  0. 
Im  dritten  Falle  sei  zur  Abkürzung 


fi  =  v«(y  -  1)  -  Kl  +  /»)'; 

das  Integral  von  Nr.  21)  ist  dann  folgendes 

24)  y  =  Ä^''**'^  {ilcosöila;)  +  Bstnipklx)]* 

§.  117. 
Nichtlineare  Differentialgleichuxigen  zweiter  Ordnung. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,,  noch  zu  den  in  den  §§.  111,  112,  114  und  116  betrachteten 
Gleichungsformen  gehört,  so  hat  man  nur  wenig  Mittel  zu  ihrer 
Integration.  Das  nächstliiegende  ist  offenbar,  durch  Substitution 
neuer  Yariabelen  eine  der  früheren  Formen  herbeizuführen;  um  aber 
zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und  eine  möglichst  vortheil- 
hafke  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man  sich  der  Methode  der 
Variation  der  Constanten  bedienen.  Letztere  besteht  immer  darin, 
dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch  Weglassung  eines 
ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Differentialgleichung 
integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung 
dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  die  Grossen, 
welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten  Differentialgleichung  als 
willkürliche  Constanten  figurirten,  als  unbekannte  Functionen  der 
unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens ist  folgende.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

worin  X  und  Y  Functionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

80  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 
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y  =  ^  =  ci-f^*\ 

woraus  y  selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  nun,  ob  der  Diffe« 
rentialgleichung  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  if  einen  Ausdruck 
von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integrationsconstante 
C  eine  neue  Function  z  von  x  treten  lässt.  Mittelst  der  Substitutionen 

2)  ^  =  .e-^^"' .    J^  =  f If  -  Z.)  r^"" 
'  dx  dx^        \dx  J 

verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

dx 

oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

de de  dy         —fxdx dy 

dx       dy  dx''  dx 

stattfinden, 

\dy  \  dx 

Da  im  Allgemeinen  ^  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differen- 
tialgleichung, deren  Integral  ist 

femer  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

ax 
hier  sind   die  Yariabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale: 

3)  S^^^'  ^^  ^  ^'   fe^^^'^'dx  +  Ci. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Cnrve  zu  fin- 
den, in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  U  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Kecktecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  Z7,  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  der  Subtan- 
gente  t  ist.  Bezeichnen  vor  mit  ft  :  1  das  gegebene  Verhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

man   hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  ZI  gerechnet  wird: 
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femer  für  die  Subiangente 

dy       du  dW 

dx       dx   dx^ 
nach  Substitation  der  für  y  und  t  EDgegebenen  -Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 


£  X  ]^iE _^ /^Y _ 

:^  "^  x  dx         U  \dx)  ~    ' 


dx^ 

welche  mit  der  Qleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sich  ü  für  y 
geschrieben  denkt.     Nach  Formel  3)  wird  nun 

^^  =  Colx  +  Ol, 


A 


WO  die  Fälle  f^  =  f  und  (i^\  zu  unterscheiden  sind.    Der  erste 
Fall  giebt 

lü=  Colx  +  Ol,    U=e^'x^i 
femer  durch  Differentiation  und  Aenderung  der  Gonstanten 

also  Parabeln,     Im  zweiten  Falle  wird 


17=  [(1 -2  p)  (0,  Ja; +  (?,)]'    *'', 
mithin  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

y^^(Älx  +  Bf      ^. 

X 

Die  Gonstanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  17 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  Xq  ye  gehen  solL  Nimmt  man  z.  B.  ft  =  | ,  ^  =  5', 
£  =  —  h^la,  BO  sind  die  Werthe  van  y,  t  und  U: 


xl 


(?) 


nnd  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  f*  =  7;  die 
Fläche  TJ  ist  hier  von  der  Stelle  a;  =  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht.    ' 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zu  keiner  der  bisher  untersuchten  Formen,  so  muss  man  zur  Inte- 
gration durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen. 
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§.  118. 
Dlfferentialgleiohiingeii  höherer  Ordniingen. 

Wenn  es  schon  für  die  Differentialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Iniegrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  isi 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 


•  •  •  • 


•  •  • 


+  ^-iff +  ^"^  =  0' 


worin  Xi,  X2,  •  •  •  X«  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  mögen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  nter  Ordnung  n  particH. 
läre  Integrale 

yu  yh  yz y«, 

80  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  nämlich 

y  =  Ciyi  +  ^22^2  H +  Cnyn, 

wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  particulären  Inte- 
grale von  einander  verschieden  sind;  im  Gegenfalle  würde  man  nur 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten 

a.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

worin  Oi,  02,  •  *  •  ün  constante  Coefficienten  bezeichnen  mögen.    Setzt 
man  y  =  e^'^,  indem  unter  X  eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische Gleichung: 
2)  X»  +  aiA*»-i  -f  ajA«-^  -f-  ...  +  a„_iA  +  ««  =  0, 

deren  n  Wurzeln  Xi,  A2,  •  •  •  A«  heissen  mögen.  Jeder  von  den 
Ausdrücken 

c*i*,    c^*,    e^*,  .  .  .  e^* 
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bildet  ein  particnlftres  Integral  der  Gleichung  1);  dfts  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y=  Cic*i'  +  d^*  H +.  C,e^'. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modifioation,  wenn  mehrere  Wnr. 
zeln  der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imaginär  sind.  W&ren  z.  B.  die  Wurzeln  Ai,  Aj,  A3  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A3  =  Ai^  J,  A3  =  Ai  +•  «  und  entwickele  die  Expo- 
nentialgrdssen,  in  denen  6  und  B  vorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (Ci  +  C|  4-  CS,)  c*^'  +  (C|«  4-  Cs «)  a?e*i' 

+  i(CiÄ*+  (i««)a?2e^*4-etc 

+•  0^^*  +  G^^'  H +•  C,c*«*; 

unter  dem  „etc."  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  8  und  B  enthalten.     Setzt  man 
Q  +  Q  +  C3  =  0,  Ci»  +  C36  =  (7,  endlich  |(Ci«2  4.  Qg2) 
=  C\  und  l&sst  schliesslich  i  und  B  in  Null  übergehen,  so  wird: 
y  =  (C  4-  Ca?  4-  (?'a?«)  c*i'  4-  046*4'  H 4-  C,e*«'. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  YerjEahrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  k  gleiche 
Wurzeln 

^1  =  ^  =  ^  •  •  •  =  ^* 

in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt: 

4)  y  =  (C  4"  C'x  4-  Ca?«  H 4-  cy*-i)a?*-i)c*'' 

4-  Gk^xe^k^i*  4.  C!t+3eV+«*  +  •  •  •  4-  CneK*. 
Bei  imagin&ren  Wurzeln  tritt  nur  insofern  eine  Umänderung 
ein ,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
stanten complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 


•  •  • 


•  • 


Der  Versuch  y  :=z  xt*  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
nten  Grades 
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fi(f4  — l)(|i*  — 2) (ft  — n  — 1) 

-f  aif*(fA— l)Ca  — 2)  .  .  .  Qt  —  n  — 2) 
^)  {+  a2f*(ft— 1)0*  — 2)  •  .  .  0*  — n  — 3) 

+ 

+  f*ön-l  +  0»  =0, 

deren  Wurzeln  f^ii  f4i  •  •  •  f^  heissen  mögen.     Jede  der  Potenzen 

xM^,  xH*,  xM»,  .  .  .  xf*H 

stellt  jetzt  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleiclmng  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y  —  Cixf'i  +  C^xt**  + 1-  CnXf^n. 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritt  hier  eine  ähnliche  liodi- 
fication  ein,  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele.  Enthält  nämlich  die 
Gleichung  6)  die  k  gleichen  Wurzeln 

f^i  =  f*s  =  fti  .  .  • .  =  f**i 
so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  yz=[C+Cnx  -\ +  C(*-i)Oic)*-i]aji"i 

+  Ci+ia^*+i  +  Ci+2Ä^*+»  +  •  •  •  +  CnXf^, 
wie  man  leiclit  finden  wird. 

Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  particnläre  Integral  von  der 
Form  x^-^^ß  mittelst  der  Formel 

aj«+'/»  =  x^e^ßi»  =  x^[co8(ßlx)  +  i8in(ßlx)] 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen« 


§.  119. 
Die  Variation  der  Constanten. 

I.    Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

. .  +  X,li  ^  +  Xny  =  X, 

und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  speciellen 
Falle  X  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  S^i,  ^3,  2^3,  •  •  •  y«  die 
particulären  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung 
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Bo  lässt  sich  yermathen,  dass  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 
2)  y  =  Uiyi  +.  «jy,  +...•  +  UnPn 

haben  werde,  wo  tti,  Hj,  .  .  .  u^  noch  unbekannte  Functionen  von  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n — l)mal,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Rechung  giebt: 

.N  <*yi  d«,        dys  «ittj  .  .    dy«  du, 

dx  dx        dx   dx  dx  dx 

y  U*    S*    W^*  I 

<^-'y  _  ^  ^~^yi  .  ,^  ^"^yi  ,        ,  ^  ^"^^y« 
V  ^~'yi  ^^1  .  *!l!i^^  4.... 4-  ^!l!y?^==  0- 

-^  daJ«->    dx  "^  rf»— >    c?ic  ^       ^  dx'^-^    dx  ' 

endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 

dx^~^  daf   "^  ^  da?»   "^  "'"  ^  da:« 

,    J''"^yi  dtfi        d*~^ya  dt<>    ,    ,,,    ,    ^*~VVn  äun 
"*"  d«»-*    da?  "*"  doif-^    dx  "^  ""  "''  doff"-^    dx  ' 

wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differentialgleichung    7)    zu    erfEÜlen   ist.      Nach    Substitution    der 

Werthe  von  y,  -r^,  -r-l,  •  •  •  3-^  und  mit  Beachtung  des  ümstan- 

ax    äx^  ax* 

des,  dass  jede  der  Functionen  yii  ya»  •  •  •  y»  der  reducirten  Gleichung 

1)  genügt,  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

d"-^yi  dui        d"~^y2  du^  1    ^ÜZi^- lü^  _  X 

daf-^    dx  "^  daf'-^   dx   "^  ^  dx""-^    dx 

Mit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui     duj     dus  dUn 

dF'    d^'  Idx'  * '  '  dx 
die  folgenden  n  Beziehungen: 
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dui    ,  dui     ,  ,  dUn  ^ 

dpi  dih    .    d^idu^    t ,     dyn   dUn    _^ 

dx    dx         dx   dx  *         dx     dx 

dx^   dx  '^  dx^   dx  "^  "^    dx^    dx 

d^-^yi  dui        (^-*ya  du^    •    . .  ,  .    .  d^^^Vn  dUn  _ 
daf-^    dx  "*"  dsf^    dx  "^  "^  dx^-^    dx 

d^-^yi  dUj        d^^^yi  du2    , d^-^yn  dUn  _  ^ 

welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.   Man 

kann  demnach  -=— ,  -r- ,  •  •  •  t^  jederzeit  bestimmen  und  erhält 

dx      dx  dx 

sie  ab  Functionen  von  x^  etwa 

dui  dUi  dUn 

1^  =  ^''  17  =  ^*' ••••■57  =  *'' 

daraus  folgen  Ui,  U2f  *  *  *  Un  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  2) 

6)  y  =  yi  [fxidx  +  Ci]  +  y^^fx^dx  +  ft]  + 

••••   +  VnlJXndx  +   Cn\ 

das  aDgemeine  Integral  der  Dififerentii^lgleichung  1). 

IL  Die  Variation  der  Constanten  lässt  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  aUe  particulären  Integrale  der  redacirten 
Differentialgleichung  kennt.  Sind  z.  B.  nur  die  n  —  1  particolären 
Integrale  yi,  y^^  •  •  •  yn—i  bekannt,  so  setzen  wir  wiedefr 

7)  y  =  Uiyi  +  1*2^2  4-  •  •  •  +  Wn-iyii-i 

und  rechnen  wie  vorhin  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  überall  n—1 
an  der  Stelle  von  n  steht;  dies  giebt 


•  •  •  •  • 


8) 


9) 


das" 

"*"    dx     ^     ""    dx    -^ ■'■  "--'      dx    • 

dut    ,           du9    ,            ,               dun^.} 

y^  dx''  y^  dx  +---  +  y-  äx  =^' 

d'y  _ 
dx' 

"^    dx^    '     "^   dx^    '    ■        '     ^-^     dx^'^ 

dyi  dui        dy2  dUi                    dy^^i  dun^i  _  ^ 
dx   dx         dx    dx     ^                   dx       dx           ' 

u.  s.  w. 
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<^"*yi  ^  ,  ,  ^""*yn-i  <^^»i~i  _  Q 

l  wenn  noch  einmal  di£Perenzirt  wird, 

d^-'''d^  +  '"  +  '^-'inr 


dsf^^        dx 


"*"  e^x»-»    e?a?«  "^  "^     da?»-»        d[a?« 

)stit!urt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  und  berüok- 
itigt,  dass  yi,  ^3,  •  .  •  ^„^1  der  reducirten  Differentialgleichung 
lügen,  so  erhält  man 

daf'-^    dx    "T-  •  •  •  •  -r     ^^-2        ax^ 


eJaJ"""*    (?«  ,  d«"""*        dx 

■^    'W-«    da?    "^  "^     dx^-^        dx 

=  X 

n  ^-  2  Gleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Yer- 
;jiisse  der  Differentialquotienten 

d«!      dUf  dun^i 


•  •  •  • 


da?'    da?'  dx    * 

t  man  den  ersten  derselben  als  bekannt  an,  so  kann  man  aus 
m  n  —  2  Gleichungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialquotienten 
.en  und  erhält  sie  in  der  Form 

d«a  dui    duz  dui  dUn^i dui 

1^  =  ^^  "d^'  dx  —  ""'  d^'  '*•     dx     ~  ^'--^dJ' 

Vif  i^t  * '  *  ^n^i  bekannte  Functionen  von  x  sind«  Die  Substitch 
I  dieser  Werthe  in  Nro.  11)  führt  zu  einer  Gleichung 

dx*  ^  ^   dx 
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in  welcher  P  und  Q  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Wenn  man 
diese  Gleichung  allgemein  ipitegriren  kann,  so  enthält  ifi  zwei  will- 
kürliche Constanten,  femer  geben  die  Gleichungen  12)  die  Werihe 
von  Mj,  1*3,  .  .  .  Un—i  mit  n-»2  weiteren  Constanten,  endlich  lie- 
fert Nro.  7)  das  gesuchte  y  mit  zusammen  n  willkürlichen  Constaü- 
ten  d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  Nr.  1). 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  nur  n  —  2  par- 
ticuläre  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  bekannt  sbd; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Particularihtegrale  oder  de« 
allgemeinen  Integrales  fuhrt  dann  auf  eine  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen  lassen. 
ist  hiemach  leicht  zu  übersehen. 


Cap.  XIX. 

Differentialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen, 

§.  120. 

Integration  der  simnltanen  Gleichungen  erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n  -|-  1  Yariabelen  x,  y%  K, .  .  .  8,  f,  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
"F^orm: 


1) 


5y  — /8(^i3^i^>.-*0  etc. 


bestehen  sollen,  so  müssen  x^  ^i  i^«  •  •  •  s,  als  Functionen  von  t  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  anabhängige  Yariabele  t 
und  eine  der  abhängigen  Yariabelen,  etwa  x,  enthält.     Man  gelangt 

dx 
hierzu  auf  folgendem  Wege.     Aus  der  ersten  Gleichung  —  =/i  er- 

ctv 

giebt  sich  durch  Dififerentiation: 

d^_dfi   dx        dA  dy  i^A^.öA 

dt^        dx'dt  "^  dy'dt  "^         *"  ds'dt  "^  dt' 

Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  ^,  y^ 
,  ,  .  8,  t  sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  weil  die  Form  der  Func- 
tion/i  bekannt  ist;  für  die  Differentialquotienten  -r-,  -r^,  .  •  •  -- 

dt     dt  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differensirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  nten  Differentialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

idx        j, ,  "    .      d!^x  ,  .V 

\^-^X  ,  x\        ^^  t  *\ 

(^^-i  =  ^«-iWy,  ...5,f);    -j^  =  <Pn{po,y,..,8,t). 

Sehen  wir  fOr  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können ,  um  die  n  —  1  Unbekannten  ^,  jer, . . .  s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 

/        dx    d^x  d^'^^x\ 

y  —  ii\^t,x,  ^,  ^,  ...  jf=r)* 


3) 


8 


_       /        dx    d^x  d''-^x\ 

-^'V'^'di'dtf'  "'dF^J' 

•        •••••< 

__       /        dx    d^x  d^^^x\ 

=  ^'-^y''''di'dW'"'dF=^) 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

,.  d^'x        ,A      dx    d^x         d«-ia?\ 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  t.    Aus 

dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  von  t,  dadurch  werden  zugleich 

dx    d^x 

TT 9  mr  etc.  bekannt,  und  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 

dt     at^ 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  y,  e  ...  s. 

Als  Beispiel  möge  die    Integration   der  drei  simultanen   Glei- 
chungen: 


(äy       äK\ 
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▼orgenommen  werden.     Man  erhält  aus  der  ersten  Gleichung 

und  nach  Substitation  der  Werthe  von  ~  und  -r- 

dt  dt 

d^x 

die  zweite  Differentiation  und  nochmalige  Substitution  giebt 

d^x 
7)  —  =  2aßyx  +  a(aß  +  ay  +  ßY)(2f  +  js). 

Ans  der  Gleichung  6}  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  0,  n&mlich 

1  {d^X  dx  ra  i     \    l 


9)  ß  = 


a(ß  —  y)  idt\ 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituirea ,  oder  kürzer,   man 

dx 
setzt  in  Nro.  7)  —  für  a(y  +  z)  und  hat  so: 

Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.  117,  a, 
zum  vollständigen  Integral 

11)  X  =  Cie*i<  +  Cie^'  4-  Caß^S 

wo  li,  ^2,  A3  die  Wurzeln  der  cubischiBn  Gleichung 

1^)  A»  =  (a/S  +  ay  +  /Sy)A  +  2aßy 

sind.     Die  Formeln  8)  und  9}  liefern  y  und  z^  wenn  der  Werth  von 

X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
nnd  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
alB  nter  Ordnung.     Um  nachher  alle  übrigen  Yariabelen  ^,  ^er,  •  .  s 
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zu  finden,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  Hülfsgleichangen, 

dx 
welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  o;,  —   etc.  be- 
kannt gewordenen  Grössen  in   die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen 
nns  dx  ,       dy  ,        dz  , 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  a  =  /3  =  ^  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3  A  -{-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Aj  =  2 ,  Aj  =  ^3  =  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x  aufgestellten  Differential- 
gleichung ist  jetzt: 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfuhrt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  ß  —  y  =  0  nnd 
y  -=1  wird.  Dieser  Uebelstand  lasst  sich  zwar  beseitigen ,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

_  =  2^  +  y  +  ^, 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d'^x I    ^ 

di^  —  ^'^'^^t' 

woraus  als  vollständiges  Integral 

14)  Ä=  Cc»'  +  Cie-' 

henrorgeht  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab,  so  fällt  b  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung 

sie  giebt: 

15)  y=  Ce«'  +  de-K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraetion  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

16)  z=  Ce2<  +  C^e-K 

Die  Wcrthe  von  x^  y,  g  enthalten   zusammen  vier  Constanten,  mit* 


Cap.  XIX.  §.  121.    Simultane  Differentialgleichungen  etc.    561 

hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  o^  y,  Jr  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung: 

17)  Q  +  Ci  +  (i  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 


§.  121. 
Simiütane  Dlfferentialgleiohungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sidi  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simioltanen  Differentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Variabelen  ,x,  y,  z,  .  »  .  8  ent- 
halten.    Setzt  man  nämlich:  ' 

dx ,     d^x do^ «    d^x dx" „, 

di~^'  li^—  dt  —*^'  l^  —  'dt—''  '••" 

dy  _.     ^  _  ^  _  ,/f    d^y  _ä£  _    ,,, 

di~^'  dt^  —  dt  ~^'  dF~  dt  —^  ••••• 

n.  s.  w. 

und  sieht  a/,  a/',  a/",  . . .  y,  y,  j/",  u.  s.  w.  als  neue  Variabele  an, 
80  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 

18)  ^  +  ^  =  2a;,    ^'+^  =  2y 
^  dt  ^  dt^  *    dt  ^  dt^        ^ 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

^a?  _    .  ^  _  ^ 

dt~^'  dt—^' 

df/         n.  t     dJ        ^  j 

dt  '    dt        ^y       Vf 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  x,  y^  a/,  ^  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu. 
wenden,  differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

19)  g  =  2y-f  =  2y- (2.-00. 

Ans  dieser  nnd  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y  nnd  y 
entwickeln,  namentlich  ist 

Sohlömilch,  Aiuüjiit.  .1.  ^^^ 
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oder»  vermöge  der  Bedeutmig  von  a^, 

20)  y  =  |J2,--  +  2^  +  -^ 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichnng  19)  giebt 

Hier  kommt  bereits  kein  ^  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x\  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  o/ 

d^x  d^x    I    j^  £f s     ^ 

Die  zur  Integratioii  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 

algebraische  Gleichung  ist 

A*  — A«  +  4A  —  4  =  0, 
oder  auch 

A4  —  (A  — 2)«  =  (A«  +  l  — 2)(A«  — A  +  2)  =  0. 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

1  ^-VTV^ITT        _  i-,V7/~ 

^  =  —  2,  Aj  =  -f-l,  A,  = ,  A4  — • 

■  i"»  

und  daraus  ergiebt  dch  för  x  der  Werth 

x=  Cie-«'+  (ic+V+  C8^'cos(J<V7)+C4el'stn^<VT); 
y  findet  sich  nachher  miäelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  veimieden  wird,  "ffi^ 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dX  dy  d^X  j^_g.  .  X 

dt+dt  +   dt^^   dt^  -2la:  +  y), 
d.  h.  wenn  oj  +  y  =  s  gesetzt  wird: 

ds    .    d^s         . 
dt  ^  dt^ 
Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

s  =  Ae-^'  +  Bf^'. 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  for  y  seinen 

Werth: 

y  =  s  —  «  =  Äer^*  +  Be^*  —  x 
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einfuhrt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhält  so  x,  dann  y  =  s  —  x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  x,  y^  e^  •  .  .;  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x^  y,  ^er,  .  •  •  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  von  o?,  y,  ^er,  .  •  •  als  neue  unbekannte 
einführt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen. 
tialgleichungen 

d^x  ^^        ^__       ^y 

^      dP  ~        Vix^  +  y^?'    dt^  ~        Yix'^  +  y^)^' 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  V«M-y» 

SU  erhalten«    Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 

df*v  d^x 

dt^        ^  dt^ 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

dy  dx         . 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge : 
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Andererseits  folgt  ans  den  61ächiuigen  21) 

^d*x  ^      .    „d*f^  ..  xäx  +  pdff 

2di7*^  +  2^''*=-2*V(x.  +  ,.). 

Beide  Seiten  sind  voUstanSge  Differentiale;  die  linke  Seite  ist  nini- 

lieh  einerlei  mit 

^i(S)'+(g)'(. 

und  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Ansdrncke 
Die  Integration  fahrt  daher  zu  der  Gleiehong 

(S)'+(g)'=T  — 

Sabstitoiren  wir  de  in  Nro.  23)  nnd  bemerken  gleichsettig,  dm  dort 

ist,  ao  geht  die  Gleichnng  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  nnd  f  enthalt    Sie  ist  dnrch  Sondenmg  der  Yariabeki 
int^grabd  und  giebt  der  Reihe  nadi 

r  ^  =  V2kr  —  Br^  —  A\ 
dt 

and  omgekehrt»  warn  t^  die  Int^rationsoonstante  bezeichnet, 

t-t.=  r- — 'Ji — 

J  Vükr  —  Br^—A^ 
Eine  eleganten  Form  erhalt  das  Intq^nd  mittelst  der  Bemerkimg. 
dass 

"'-'"•--='l(S-i')-(l-')'l 

istf  wodurch  man  Teranhnt  wird,  A  nnd  B  dordi  nsae  ConstasteD 
a  nnd  €  zu  ei'seiaen;  für 


wird  niaHch 

34)  i 


a 
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Die  Aasföhrung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  —  ^o  =/W  gehen,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r  als  Function  von  t  auszu- 
drücken ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dahei  ankommt,  führen  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Yariahele  ^  ein,  indem  wir 

25)  r  =  a(l  —  6C09^) 
setzen;  dadurch  wird  ^ 

Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 

26)  ^  -  5st»*  =  (e  -  <e)  ]/  ^ 

nach  ^  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  dann  r  mittelst 
der  Formel  25).  —  Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  x  und  y 

seihst  zu  bestimmen.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind  — und — 

echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht;   es  liegt 

daher  nahe,  —  =  cosfp^  mithin  -^  =  sin  q)  zu  setzen ,  wo  q)  eine 

T  T 

neue  Variahele  bezeichnet     Die  Substitution  der  Werthe 

27)  xz=irco8^^y'=^rsinqi 
in  die  Gleichung 

dy  dx 


▼erwandelt  diese  in 

d(p    ,      ,       dr 


i  dq>    ,      ,       dr) 

rcos  q>  \rcosq>  -j:  +  9m^  -jA 

—  r9%n^  \  —  rsintp  -^   -f  ^^^7  -tA 


d.  L  sehr  einfach 

dff 


r«  ^  =  V»a(l— €»). 
di 

Bringt  man  r'  und  di  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  ^  dl  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird 

J  r  V  a»  6»  —  (o  —  r)« 
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and  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  €  cos  ii) 
für  r 


9 


=y^'jT^ 


ecosilf 

Diese  Integration  ist  nach  Formel  14)  in  §.  77  leicht  ausführbar,  in. 
dem  man  a=l,&  =  —  £,  u  =  ^  setzt  und  unterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  b  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist.    Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschränken,  wird 

(p  =  2  arctan  (  y      ^    tan  |  *)  +  9oi 
wo  9>e  <^^e  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus 

28)  tan\(g)  —  qpo)  =  1/  r^  tan  J ^. 

Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt ,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zunächst  ^ 
durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  q>  nach  Formel 
28),  endlich  x  und  y  mittelst  der  Grleichungen  27)  bestimmt;  dabd 
bleiben  a,  €,  <o,  q)^  unbestimmt  und  sind  die  vier  IntegrationsooD* 
stauten. 


Verbesserung. 


Auf  Seite  362,  Zeile  13  bis  21  yon  oben  muss  es  heissen: 
Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

r___du____ ^    2  r dt 

J  acosu  +  ßsinu  +  y  y  y  +  «  +  2/Jf  +  (y  —  a)*^' 

die  Integration   in  Beziehung   auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 

liefert,  wenn  a  ^  y  vorausgesetzt  und  der  Werth  t  =  tan^u  re- 

stituirt  wird, 

17)  r i^ 

J  acosu  +  ßsinu  +  y 

^  +    C,  a2  +  ^2^y2, 


Z'  +  (y  —  a)tan\u 


\/a2  +  ^2  -.  y2     V/J+(y  —  a)ton|w  +1/«»  +  ß^  —  yV 

In  dem  speciellen  Falle  y  =  a  verlieren  diese  Formeln  ihre  An- 
wendbarkeit; es  ist  dann 

du^ r     dt 

«(1  +  cosu)  +  ßsinu       J  a  •}-  ßt 

=  i  Z(a  +  130  +  Cf  =  i  l(a  +  ßtm\u)  +  G 


